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ВВЕДЕНИЕ 
 

В ИИПТ НАН Украины разработан следую-
щий подход к решению задачи проектирования 
технологических процессов, использующих 
электрический разряд в жидкости (чаще всего в 
воде), а именно путём решения цепочки обрат-
ных задач восстанавливаются электрические ха-
рактеристики источника энергии по заданной 
нагрузке на обрабатываемый объект [1]. Работа 
делится на три этапа. На первом решается обрат-
ная гидродинамическая задача восстановления 
характеристик образующейся при электрическом 
разряде заполненной плотной низкотемператур-
ной плазмой полости – канала разряда (в частно-
сти, радиуса a(t), скорости расширения  ta  и 
давления Pa(t)) по зависимости давления от вре-
мени, заданной в точке пространства, заполнен-
ного водой. На втором – обратная электродина-
мическая задача: по значениям a(t),  ta  и Pa(t) 
вычисляются сопротивление канала, электропро-
водимость плазмы, ток в канале разряда, напря-
жение на канале. На третьем – определяются 
входные параметры высоковольтной электрораз-
рядной системы, обеспечивающие заданное дав-
ление на объект обработки. 

В ряде разрядно-импульсных технологий ос-
новной силовой нагрузкой на объект обработки 
является давление вещества в канале разряда 
(при этом разряд производится прямо на изде-
лие), а давление жидкости можно не учитывать 
[2, 3]. В этом случае в качестве исходных данных 
при решении обратной гидродинамической зада-
чи – задачи восстановления кинематических и 
термодинамических характеристик канала разря-
да – используется давление в канале. При проек-
тировании технологий, в которых на объект дей-
ствует только гидродинамическая нагрузка, ис-
ходными данными служит давление жидкости на 
обрабатываемый объект [1]. В [4] показано, что 

характеристики канала разряда для обоих видов 
технологий могут быть определены также по за-
висимости радиуса канала разряда от времени. 

Предложенная математическая модель [4]  
позволяет также определить кинематические и 
термодинамические характеристики окру-
жающей канал жидкости. 

Цель настоящей работы – найти указанные 
характеристики канала разряда и жидкости по 
экспериментально полученной зависимости ра-
диуса канала разряда от времени в плоскости его 
серединного сечения. Решение таких задач акту-
ально при разработке электроразрядных техно-
логий, использующих в качестве основной сило-
вой нагрузки как давление вещества в канале 
разряда, так и технологий, в которых на обраба-
тываемый объект действует лишь гидродинами-
ческая нагрузка.   

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  
И СПОСОБ ЕЁ РЕШЕНИЯ 

 

Полагаем, что канал разряда в течение всего 
рассматриваемого времени имеет форму прямого 
кругового цилиндра с непроницаемой поверхно-
стью. Радиус его равен радиусу канала разряда в 
плоскости его серединного сечения, который 
был определён экспериментально, – a(t), а давле-
ние Pa(t) однородно во всём объёме цилиндра, в 
том числе и на его боковой поверхности. Ци-
линдр окружает неограниченный объём идеаль-
ной сжимаемой жидкости (вода). Необходимо 
определить зависимости от времени скорости 
расширения цилиндра  ta  и давления в нём, а 
также давление в заданных точках жидкости. 

Скорость расширения цилиндрической поло-
сти  ta  вычисляем путём численного диффе-
ренцирования заданной функции. Для этого, по-
скольку вычисление производной по экспери-
ментальным данным – задача некорректная, ис-
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пользуем метод регуляризации Тихонова [5]. В  
этом случае искомая величина есть решение ин-
тегрального уравнения Вольтерра первого рода: 
 

   
0

τ , 0 ,
t

Au u d a t t T                 (1) 

 

где t – время; u – искомая функция,    tatu  .  
Полагаем, что     1

2 2, τa t L u W   (L2 – про-

странство функций, интегрируемых с квадратом, 
1

2W  – пространство непрерывно дифференцируе-

мых функций). a(t) – приближённая функция: 
 

    δ,Ta t a t                                 (2)  
 

aT(t) – точное значение радиуса канала разряда,  
 – погрешность измерений. 

Для решения уравнения  (1) были использова-
ны алгоритм и компьютерная программа, приве-
денные в монографии [6]. 

Введём сглаживающий функционал: 
 

       2

0

, α ,
T

u a Au a t dt u                  (3)                               

 

где стабилизирующий функционал имеет вид: 
 

        22

0

Ω .
T

u u t q u t dt                         (4) 

 

Здесь  > 0 – параметр регуляризации, определя-
емый способом невязки [6], а q  0 задаёт поря-
док регуляризации (нулевой при q = 0 и первый 
при q > 0). 

Решение задачи сводится к минимизации 
функционала (3) по u. Раскрытие этого условия с 
использованием выражения (4) и с учётом того, 
что (1) – уравнение Вольтерра, приводит к инте-
гродифференциальному уравнению при q  0 и 
уравнению Фредгольма второго рода при q = 0: 
 

         
0 0

α τ τ τ τ.
T T
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Интегралы в (5) заменяются суммами по фор-
муле трапеций, производная аппроксимируется 
конечной разностью. Дискретные значения 
функции u(t) определяются в те же моменты 
времени, что и функция a(t). Полученная система 
линейных алгебраических уравнений  решается 
методом квадратных корней. 

Далее, задавая полученную скорость расши-
рения цилиндра, найдём давление в нём, а также 
кинематические и термодинамические характе-
ристики окружающей цилиндр жидкости. С этой 
целью решаем задачу  о расширении с заданной 
скоростью цилиндрической полости в жидкости. 
Математическая постановка этой задачи записы-
вается следующим образом. В области жидкости, 

ограниченной расширяющейся с известной ско-
ростью боковой поверхностью прямого кругово-
го цилиндра (внутренняя граница расчётной об-
ласти) и ударной волной (внешняя граница), 
необходимо решить систему одномерных нели-
нейных уравнений газовой динамики [7]: 
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с   двучленным уравнением состояния [7]: 
 

   2
0 0ρ ρ ρ κ 1 ,p c                          (7)                    

 

где r – пространственная цилиндрическая коор-
дината;  – скорость жидкости;  p – давление;          
 – плотность жидкости; e = [ + 2/2];                  
 – удельная внутренняя энергия; 0 – плотность   
покоящейся жидкости; c0 – скорость звука в по-
коящейся жидкости;  = 7,15.  

На внутренней границе расчётной области 
скорость жидкости равна скорости расширения 
цилиндра: 

 

 tav  .                                           (8) 
 

На внешней границе ставятся условия дина-
мической совместности [7]: 
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      (9)   

где D – скорость ударной волны; [f] = f1 – f2;            
f1, f2 – значения функции слева и справа от удар-
ной волны. 

Начальные значения гидродинамических па-
раметров равны своим значениям в невозмущен-
ной среде при нормальных условиях. 

Задачи (6)–(9) решаются конечно-разностным 
методом Годунова [7]. Используется подвижная 
сетка. 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
 

В ходе эксперимента радиус канала разряда 
регистрировался в плоскости серединного его 
сечения. Относительная погрешность измерения 
  0,1. На рис. 1 приведена полученная кривая 
зависимости радиуса канала разряда от времени, 
а на рис. 2 – результат конечно-разностного 
дифференцирования  этих данных (кривая 1). 
Вид кривой свидетельствует о том, что получен-
ная скорость расширения канала разряда не мо-
жет быть  использована  для  решения   задач  
(6)–(9).            
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Рис. 1. Радиус канала разряда, полученный эксперимен-
тально. 

Рис. 2. Скорость расширения цилиндрической полости:   
1 – полученная при численном дифференцировании экспери-
ментальных данных; 2 – функция, сглаживающая кривую 1;   
3 – результат решения интегрального уравнения.  

 

Рис. 3. Давление в цилиндрической полости.   
 

Рис. 4. Давление в жидкости: 1 – на расстоянии r = 4,5 см от 
оси цилиндра; 2 – на расстоянии r = 9 см от оси цилиндра.  

 

Было предпринято много попыток сглаживания 
этой кривой (в частности, кривая 2 на рис. 2 по-
лучена в результате выборочного симметричного 
линейного сглаживания по ближайшим соседним 
точкам методом наименьших квадратов по каж-
дому элементу с адаптивным выбором числа 
ближайших соседей). Однако результаты реше-
ния задач (6)–(9), в частности временные зави-
симости давления в канале разряда и воде, имели 
нехарактерные для этих величин значения. Для 
устранения данного факта использован метод 
регуляризации Тихонова. Скорость расширения 
канала разряда, определённая при решении инте-
грального уравнения (1), изображена кривой 3 на 
рис. 2. При решении полагали  q = 1.  

Далее решаем задачи (6)–(9). При этом на 
внутренней границе расчётной области скорость 
жидкости равна полученной методом регуляри-
зации зависимости 3 на рис. 2. И поскольку рас-
чётный шаг по времени решения задач (6)–(9) не 
совпадает с шагом задаваемой таблично функ-
ции, величину скорости в несовпадающие мо-
менты времени определяем при помощи линей-
ной интерполяции. 

Некоторые результаты решения задачи при-
ведены на рис. 3 (зависимость давления от вре-
мени в цилиндрической полости) и 4 (давление в 
жидкости).  

По полученным при решении обратной гид-
родинамической задачи результатам могут быть 

решены обратные электродинамическая и элек-
тротехническая задачи [4]. Таким способом  
можно приближённо восстановить параметры 
электрической цепи, при которых был получен 
радиус канала разряда, приведенный на рис. 1. 
 

ВЫВОДЫ 
 

Разработанный метод позволяет решать зада-
чи восстановления кинематических и термоди-
намических характеристик канала разряда по 
экспериментально полученной зависимости его 
радиуса от времени в плоскости его серединного 
сечения канала.  

Метод позволяет также определить кинемати-
ческие и термодинамические характеристики 
окружающей канал жидкости. 

По характеризующим канал разряда  данным 
могут быть приближённо восстановлены пара-
метры электрической цепи, при которых был по-
лучен задаваемый его радиус.  
 

Автор благодарит к.ф.-м.н. В.Н. Цуркина за 
предоставленные  экспериментальные данные. 
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Summary 
 

Using the mathematical model presented in the litera-
ture, a solution is offered to the inverse hydro-dynamic 
problem of the recovery of kinematic and thermodynamic 
characteristics of the discharge channel by the experi-
mental time dependence of the discharge channel radius. 
Analog characteristics of the ambient fluid of the channel 
are also determined.  
 

Keywords: mathematical model, inverse hydrodyna-
mic problem, kinematic and thermodynamic characteris-
tics. 
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