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С помощью уравнения сохранения энергии при соответствующих краевых условиях разрабо-
тана математическая модель процесса переноса энергии в сплавах при их плавлении и кристал-
лизации. С использованием ряда подстановок получены точные интегральные решения нели-
нейного дифференциального уравнения переноса тепла как для жидкой, так и твердой фаз. 
Введено понятие термодиффузионного отношения по изменению фракции твердого тела во 
времени, отнесенного к эффективной средней температуре (среднее значение между темпера-
турами солидуса и ликвидуса). Точные решения для жидкой и твердой фаз выражаются через 
интегралы, в которых используются эффективные значения теплоемкости фаз.  
 
Ключевые слова: литье, тепловой поток, теплопроводность, температуропроводность,  теп-
лоемкость, термодиффузионное соотношение.  
 

УДК 541.124/128 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Затвердевание металла (сплава) является про-
цессом, ответственным за формирование боль-
шинства свойств полуфабриката или изделия. 
Именно в период фазового перехода жидкость-
твердое тело в отливке образуются дефекты, су-
щественно снижающие ее свойства: макро- и 
микронеоднородность, усадочные трещины и 
пористость и т.д. Такие параметры процесса кри-
сталлизации, как число, форма, скорость и 
направление роста кристаллов, оказывают опре-
деляющее влияние на структуру литого материа-
ла и в конечном итоге на технологические и экс-
плуатационные свойства. Поэтому одна из ос-
новных задач исследований в области литейного 
производства – это целенаправленное формиро-
вание структуры и свойств литых материалов 
путем управления процессами тепло-  и массопе-
реноса при кристаллизации металла.  

Для исследования процессов, протекающих в 
сплавах, необходимо знать распределение тем-
пературы  в процессе охлаждения и нагрева, что-
бы описать и смоделировать процессы литья и 
кристаллизации сплавов методами теории тепло- 
и массопереноса. Для этих целей применяют 
уравнение переноса энергии, которое является 
нелинейным, так как теплофизические свойства 
сплавов – функции температуры. 
 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
 

1.1. Перенос энергии в веществах различного 
агрегатного состояния 

 

Сплавы характеризуются свойствами, прису-
щими металлическому состоянию, – высокой 
электро- и теплопроводностью. 

Процесс плавления и кристаллизации  проис-
ходит при постоянной для данного давления 

температуре у эвтектических сплавов либо в уз-
ком интервале температур Тs  < Т < Тl, как у спла-
вов типа твёрдых растворов,  и соответствует 
одновременному сосуществованию жидкой и 
твердой фаз. 

Уравнение переноса энергии в сплаве, описы-
вающее эти процессы, записывается в виде [1, 2]:  

 

     ρ ρ λ .s
p p

f
c T c vT div gradT h

t x t

 
   

  
     (1) 

 

Здесь  – плотность жидкой фазы; cp – удельная 
изобарная теплоемкость;  – коэффициент теп-
лопроводности; h – удельная теплота кристал-
лизации (равная теплоте плавления); T – темпе-
ратура;  – скорость движения жидкой фазы;         
t – время. 

Расчёт процесса переноса тепла в рамках од-
номерной модели (1) предполагает, что в иссле-
дуемой системе потерями тепла (вязкое трение, 
излучение, внешняя теплопередача) в попереч-
ном к тепловому потоку направлении можно 
пренебречь. В этом случае тепловой поток 
направлен только вдоль выделенной оси модели-
руемой системы и имеет плоские изотермы. Та-
ким образом, для реального сплава, одномерная 
модель будет приемлема, если локальная темпе-
ратура в каждой точке плоскости его сечения 
перпендикулярно выделенной оси (ось ОХ) при-
ближённо одинакова.   

Следуя работе [1], в которой можно найти по-
дробный разбор и условия применимости ис-
пользуемой здесь модели, считаем, что измене-
ние фракции твердого тела fs (массовой доли) во 
времени определяется только изменением темпе-
ратуры: 

.s sf f T

t T t

  
 

  
                              (2) 

____________________________________________________________________________ 
 Абраменко Т.Н., Марукович Е.И., Анисович А.Г., Электронная обработка материалов, 2013, 49(6), 36–40.  
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Обозначим: 
 

( ) ( )
,s Tf T k T

T T


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                           (3) 

 

где )(TkT
 – термодиффузионное отношение, ко-

торое определяется как [2]: 
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Уравнение (1) описывает процесс переноса 
энергии как в твердой ( = 0), так и жидкой             
(  0) фазах с соответствующими теплофизиче-
скими свойствами для каждой из них. Соответ-
ственно Ts – это температура солидуса (s), то есть 
значение Т, при которой начинает происходить 
переход твердого состояния сплава в твердожид-
кое (двухфазное), а Tl – это температура ликви-
дуса l, при которой сплав из двухфазного состо-
яния полностью переходит в жидкое состояние,  
а T  – эффективная средняя температура в интер-
вале Ts ÷ Tl. Выделение удельной теплоты фазо-
вого перехода L = h происходит в интервале 
температур двухфазной зоны (Тs  < Т < Тl). При 
температурах, лежащих между Ts и Tl, теплофи-
зические свойства характеризуют смесь твердая–
жидкая фазы. При этом содержание твердой фа-
зы в интервале Тs < Т < Тl соответствует измене-
нию величины fs в диапазоне 0<fs<1. При Т < Тs 
сплав целиком представляет собой твердую фазу 
(fs = 1), а при Т > Тl  – полностью находится в 
жидкой фазе (fs = 0).  

Найдем решение уравнения (1) для жидкой 
фазы при допущении  = const. Левая часть 
уравнения (1) имеет вид 
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         (5) 

 

После несложных преобразований с учетом  
 

               ρ ρ
0,pc T v

t x

      
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                                     (6) 

 

есть уравнение непрерывности, а       
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
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                  (7) 

 
получим левую часть уравнения (1) в виде 
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                                     (8) 
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Правая часть уравнения (1) имеет вид 
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Можно показать, что член 
2

λ ln λ
σ

ln s

T
T

T x T

        
 

[3]; величина Ts [4] характеризует скорость рас-
сеиваемой энергии, s  – локальное производство 
энтропии.  

С учетом этих преобразований уравнение (1) 
для жидкой фазы принимает вид 

 

 *
*

1 λ .
ρ

T
p

p

hk T T
c v div gradT

c T t x

    
          

       (11) 

 

Полагаем, что 
 

*
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ρ
T
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c T


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Окончательно уравнение (1) с учетом (11) и (12) 
можно представить в виде 
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1.2. Методы решения уравнения переноса 
энергии для жидкой и твердой фаз 
 

Упростим уравнение (13) с помощью подста-
новки [5]: 

ξ .
x

t
v

 


                                 (15) 

 

В таком случае 
 

ρ λ .
ξp

T T
c

x x
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                       (16) 

 

Это уравнение может быть решено путем вве-
дения координаты, задаваемой преобразованием 
Больцмана [6, 7]: 

 

μ / ξ ,x                                (17) 

 
тогда 

μ
ρ λ .
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Обозначая θ ,
μ

T 


перепишем уравнение (18) 

в виде 
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
                       (19) 

Откуда 
 

μ
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или 
μ

λθ exp ρ μ .
2λpA c d                   (21) 

 

Дальнейшее интегрирование позволяет полу-
чить соотношение 

μ μ
exp ρ μ .
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d
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Постоянные A  и B  можно получить из усло-
вий 
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Решение уравнения (1) в окончательной фор-
ме примет вид [6]: 
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Найдем решение уравнения (1) для случая 
твердой фазы 0 :v   

 

 (ρ ) λ .S
p

f
c T div gradT h
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Здесь  – плотность твёрдой фазы. 
В отличие от [1] рассматриваемый здесь под-

ход при Т между Тs и Тl моделирует двухфазный 
расплав как двухслойную систему с неподвиж-
ной твёрдой фазой и подвижной жидкой фазой с 
равной локальной температурой в каждом попе-
речном сечении сплава вдоль теплового потока. 
Согласно (1) и (25) теплота кристаллизации вы-
деляется в жидкую фазу, уходя из твёрдой фазы.  

Уравнение (25) может быть представлено в 
виде 
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здесь полагаем   
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Уравнение (26) может быть решено с помо-
щью подстановки 
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Постоянные A  и B , так же как и для жидкой 
фазы, находятся из условий 
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При этом решение уравнения (25) имеет вид, 
формально аналогичный (24):  
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Соотношения (24) и (32) являются точными 
решениями дифференциального уравнения (1) 
при соответствующих начальных и краевых 
условиях. Получение результатов с помощью 
этих нелинейных интегральных уравнений свя-
зано с выполнением интегрирования, которое 
можно осуществить численно, например исполь-
зуя одну из разновидностей метода сеток (конеч-
ных разностей). В данной работе численное ин-
тегрирование выполняется по методике, приве-
дённой в работе [6]. 

Отметим, что, следуя [7], при использовании 
метода последовательных приближений могут 
быть получены и приближенные аналитические 
выражения. Также в [7] детально разобраны слу-
чаи со специальным типом температурных зави-
симостей параметров (Т), сp(Т) и (Т) и их ком-
бинаций, которые приводят к общему решению в 
аналитическом виде, и показано, как некоторые 
специальные преобразования приводят данное 
нелинейное интегральное уравнение к более 
удобному для численного интегрирования виду.  

 

2. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
 

Заметим, что решение уравнения переноса 
энергии (1) для жидкой (24) и твердой (32) фаз 
имеет один и тот же вид и различается только 
переменными, входящими в точные решения 
уравнения (1).  
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Для выполнения расчёта по конкретному 
сплаву необходимо знать явный вид температур-
ных зависимостей его величин ,  сp и , а также 
величин Ts, Tl и h. Это может быть сделано раз-
личными способами.  

Во-первых, по известному компонентному со-
ставу сплава из фазовой диаграммы непосред-
ственно находим параметры Ts, Tl. Параметры 
h, (Т), сp(Т) и (Т) для компонент сплава нахо-
дим из термодинамических таблиц, например из 
[2, 8]. Соответственно теплофизические пара-
метры сплава могут быть рассчитаны по извест-
ным их значениям для компонент сплава, напри-
мер с помощью правила смешения, в котором 
вклады компонент сплава суммируются согласно 
их массовым долям [8]. 

Во-вторых, они могут быть рассчитаны по 
другим теплофизическим параметрам сплава, 
которые известны при использовании стандарт-
ных формул связи и методики, которые подроб-
но описаны в [2]. Также можно использовать го-
товые феноменологические температурные зави-
симости, среди которых наибольшее распростра-
нение получили полиномиальные аппроксима-
ции [8].  

В-третьих, если полных данных нет, то они 
могут быть получены из экспериментов. Если 
для какого-то нового типа сплава не построены 
ещё достоверные фазовые диаграммы и парамет-
ры Ts, Tl и h неизвестны, то они могут быть 
определены с помощью дифференциальной ска-
нирующей калориметрии согласно методике, 
изложенной в [9]. В том случае, когда для иссле-
дуемого сплава с вероятной точностью неизвест-
ны вышеуказанные феноменологические зави-
симости величин λ, сp, и ρ, оценки коэффициен-
тов в выбранной полиномиальной модели могут 
быть получены непосредственно при примене-
нии статистических методов обработки данных к 
экспериментальным температурным зависимо-
стям λ, сp и ρ. 

Экспериментальная база методов термическо-
го анализа, позволяющих измерять основные 
теплофизические параметры, постоянно расши-
ряется. В ряде современных экспериментальных 
методов измерение теплофизических величин 
происходит в нестационарном режиме, давая 
непосредственно их экспериментальные темпе-
ратурные зависимости. Среди них один из 
наиболее удобных, надёжных и эффективных – 
метод лазерной вспышки (flash laser method)          
[10, 11], использующий наносекундные лазерные 
импульсы, и его модификация с тепловым отра-
жением [12, 13], использующая пикосекундные 
импульсы. С помощью этих методов в нестацио-
нарном режиме одновременно измеряются тем-
пературные зависимости температуропроводно-

сти a и теплоёмкости сp – в итоге по известной 
формуле λ = aρсp выполняется расчет теплопро-
водности. Другим нестационарным методом, в 
котором теплопроводность определяется по дан-
ным электрического сопротивления образца со-
гласно закону Видемана-Франца, является ком-
бинация метода коротких токовых микросекунд-
ных импульсов и метода дифференциальной ска-
нирующей калориметрии [14]. Для измерения 
температурной зависимости плотности, помимо 
использования дилатометрического или пикно-
метрического метода, также при высоких темпе-
ратурах удобен метод проникающего                    
γ-излучения [15].  

Следует подчеркнуть, что использование од-
номерной модели теплопроводности востребова-
но не только потому, что она описывается 
наиболее простым дифференциальным уравне-
нием. В ряде нестационарных методов определе-
ния теплопроводности она является естествен-
ным расчётным инструментом, так как с ее по-
мощью можно показать, что на временах менее 1 
миллисекунды процесс переноса тепла носит 
преимущественно одномерный характер. На 
сверхкоротких временах тепловые потери через 
боковую поверхность образца пренебрежимо 
малы, и процесс переноса тепла идёт вдоль одно-
го выделенного направления. Именно модель 
одномерной теплопроводности используется в 
качестве расчётного инструмента в сверхбыст-
рых нестационарных методах, таких как метод 
лазерной вспышки.  

В итоге кратко резюмируем полученные ре-
зультаты по представленной в работе модели. 

При температурах T>Tl, когда сплав содержит 
только чисто жидкую фазу (fs = 0), в (1) следует 
положить h = 0 и соответственно в (24) под-
ставлять величины ,  сp и  жидкого сплава, ис-
пользуя формулы (17), (15) и (14). 

Для двухфазной системы, содержащей сосу-
ществующие жидкую и твёрдую фазы (0 < fs < 1, 
Ts < T < Tl, h ≠ 0), решениями (1) и (25) являют-
ся (24) и (32) соответственно. При этом в (24) 
подставляются величины ,  сp и  для жидкой 
фазы и используются формулы (17), (15) и (14), а 
в (32) – для твердой фазы, используются форму-
лы (29) и (27). 

При температурах Т < Тs, когда сплав содер-
жит только чисто твердую фазу (fs = 1), в (25) 
следует положить h = 0, и соответственно в (32) 
подставляются величины ,  сp и  и используют-
ся формулы (29) и (27). 

Для расчёта по данной модели также суще-
ственно   выполнение   условий   
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
 

Таким образом, в случае жидкой и твердой 
фаз мы имеем дело с эффективной теплоемко-
стью сплава, согласно (14) и (27), а для жидкой 
фазы ещё и с перенормировкой скорости её дви-
жения, как указано в (14). 

Интегральное уравнение, представленное 
формулами (24) и (32), позволяет получить рас-
пределение температуры во времени вдоль ис-
следуемого образца Т(x, t) для различного фазо-
вого состава изучаемого сплава. В зависимости 
от того, в какой температурный интервал (Т < Тs, 
Ts < T < Tl или T > Tl) попадает заданный рабочий 
диапазон температур Т0 ÷ Тс, решение уравнений 
(1) и (25) приводит к выражениям (24) и (32) с 
величинами  (Т),  сp(Т) и (Т), соответствующи-
ми одному из фазовых состояний сплава. 

В конечном итоге зависимости Т(x, t), рассчи-
танные по (24) или (32), при сравнении с терми-
ческими кривыми, полученными эксперимен-
тально одним из методов термического анализа в 
различных точках образца, дают возможность 
уточнить используемые в статье приближения. 
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Summary 
 

A mathematical model of the process of transfer that 
occurs in metals (alloys) during their melting and crystal-
lization has been developed with the aid of the energy 
conservation equation under the appropriate boundary 
conditions. Using a number of substitutions, exact integral 
solutions of a nonlinear differential heat transfer equation 
have been obtained for both liquid and solid phases. The 
notion of the thermal diffusion ratio concerning the 
change in the solid state fraction with time related to the 
reference temperature (the effective average value            
between the temperatures solidus and liquidus) has been 
introduced. The exact solutions for the liquid and solid 
phases are expressed in terms of a number of integrals and 
effective values of the heat capacities. 
 

Keywords: casting, heat flow, thermal conductivity, 
thermal diffusivity, heat capacity, thermal diffusion ratio.   
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