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ВВЕДЕНИЕ 
 

Образование газовой полости, как известно, 
может быть вызвано падением давления (гидро-
динамическая кавитация) или прохождением 
акустической волны (акустическая кавитация)  
[1, 2]. Наряду с этими двумя случаями возникно-
вения кавитационного пузырька существуют за-
дачи, в которых появление полости обусловлено 
вводом в жидкость энергии. Известны различные 
способы ввода энергии в полость: электрический 
разряд [3–6], выделение энергии при воздей-
ствии лазерного импульса [7], детонация ВВ в 
жидкости [8].  

Под действием внешних факторов, таких как 
электрический разряд, в воде выделяется энергия 
и образуется кавитационная полость. Она воз-
действует на жидкость при своем расширении и 
последующих пульсациях. Такое воздействие 
может изменять свойства жидкости и использо-
ваться, например, при стерилизации последней 
[9, 10], синтезе наноразмерных частиц металлов 
[11] и углеродосодержащего сырья [12–14], гене-
рации ударных волн для воздействия на дефор-
мируемый материал [15–18]. 

Рассматриваемая в данной работе задача яв-
ляется результатом моделирования динамики 
системы, состоящей из упругой сферической 
оболочки, заполненной идеальной жидкостью, с 
газовой полостью в центре [19]. Рассматриваемая 
система выводилась из состояния равновесия 
путем ввода энергии в газовую полость. Так как 
жидкость ограничена упругой оболочкой, обра-
зуется отраженная волна, в связи с чем возникает 
необходимость в учете взаимного влияния газо-
вой полости и жидкости, а также разработке со-
ответствующего симметричного алгоритма. 

Объектом исследования служат пульсации га-
зовой полости, генерируемой электрическим 
разрядом, в сжимаемой жидкости, предметом 

исследования – взаимное влияние газовой поло-
сти и сжимаемой жидкости при их взаимодей-
ствии. 

Цель работы – изучение влияния сжимаемо-
сти жидкости на пульсации газовой полости, 
возникающие в результате электрического раз-
ряда в ней, а также разработка и тестирование 
необходимого для этого исследования симмет-
ричного алгоритма взаимодействия газовой по-
лости со сжимаемой жидкостью. 

Для описания взаимодействия газовой поло-
сти со сжимаемой жидкостью следует разрабо-
тать математическую модель этой системы, по-
строить алгоритм решения и выполнить его те-
стирование на примере решения ряда задач. 

 

ФИЗИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Рассматриваем пузырек газа, находящийся в 
жидкости. Благодаря его малым размерам форму 
можно считать сферической, так как она обеспе-
чивается силами поверхностного натяжения [20]. 

При движении жидкости преобладают дефор-
мации объемного сжатия, а не сдвига, поэтому 
вязкие напряжения в ней можем не учитывать, то 
есть предполагаем, что жидкость идеальная     
[20, 21]. Это позволяет рассматривать волновые 
процессы в жидкости в потенциальном прибли-
жении. 

Так как размеры полости по сравнению с раз-
мерами области, заполненной жидкостью, малы, 
то за время ввода энергии, намного меньшего, 
чем период пульсации полости, не имеет прин-
ципиального значения закон ее ввода [3]. Поэто-
му считали, что энергия при разряде выделяется 
в пузырьке с постоянной мощностью. 

Диаметр электродов, необходимых для элек-
трического разряда в пузырьке с энергией до 
100 Дж, не превышает 2 мм, что существенно 
меньше среднего диаметра пузырька при его 

_______________________________________________________________________________ 
 Шептилевский А.В., Электронная обработка материалов, 2013, 49(4), 94–99.   
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пульсациях. Поэтому предполагали, что влияни-
ем электродов можно пренебречь [3, 7, 15]. 

 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

Пульсация газовой полости определяется 
уравнением баланса энергии. Выбор этого урав-
нения обусловлен тем, что одним из способов 
выведения системы пузырек–жидкость из состо-
яния равновесия является ввод энергии в газовую 
полость [3]: 
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где 34
π

3b bV R  – объём пузырька; Rb – радиус пу-

зырька; Pb – давление в пузырьке;  – показатель 
адиабаты газа в пузырьке; N(t) – мощность вво-
димой в полость энергии. 

На некотором удалении от полости в жидко-
сти может возникать асимметрия при распро-
странении возмущения, связанная с формой по-
верхности, ограничивающей жидкость, или 
наличием в последней преграды. Для возможно-
го учета этой асимметрии при описании ее дина-
мики использовали волновое уравнение в сфери-
ческой системе координат в трехмерной поста-
новке [22, 23]: 
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где f – потенциал скорости жидкости; c – ско-
рость звука в невозмущённой жидкости.  

Давление в жидкости определялось на основе 
интеграла Коши-Лагранжа в линеаризованной 
форме [21]:        
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где 1 – плотность невозмущённой жидкости. 
Взаимодействие пузырька с жидкостью осу-

ществляется на основе условий на контактной 
границе двух сред, условий равенства скоростей 
и равенства давлений [24]: 
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где P* – давление на границе с пузырьком. Так 
как жидкость предполагается идеальной, то каса-
тельные напряжения на границе ее раздела и пу-
зырька равны нулю. 
 

МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 

Уравнения математической модели (1)–(4) 
решали с помощью численных методов. Непре-
рывную в пространстве и времени область реше-
ния системы уравнений заменяли дискретной. 
Волновое уравнение дискретизировали в про-
странстве (используя сферическую систему ко-
ординат [19]) и во времени по методу конечных 
разностей [25, 26]. Решение полученной алгебра-
ической системы уравнений выполняли на осно-
ве явных численных методов, используя рекур-
рентные по времени формулы. 

Для решения уравнения (1) применяли двух-
слойный по времени метод Эйлера-Коши [27]. 

Выразив значение потенциала произвольной 
точки жидкости в сферической системе коорди-
нат из волнового уравнения на n + 1–м времен-
ном слое, получили формулу для его определе-
ния с помощью известных переменных (верхний 
индекс обозначает слой по времени, нижние ин-
дексы – узел геометрической сетки): 
 

    1 1
2 2

1 1 2 2
, , , , , ,

1 , , 1 , , , , , , 1

2n n n
i j k i j k i j k

n n n n n n
i j k i j k i j k i j kk k

f f f t c

k r f f r f f

 

  

   

     

 

    
 

1 1
2 2

2 1, , , , , , 1, ,

3 , 1, , , , , , 1,

sinθ sinθ

,

n n n n
i j k i j k i j k i j ki i

n n n n
i j k i j k i j k i j k

k f f f f

k f f f f

  

 

    

    

 (5) 

 

где k1 = 1/rk
2r2, k1 = 1/rk

22sini,                    
k1 = 1/rk

22sin2i. 
Давление на следующем временном слое 

определяли путём дискретизации (3): 
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Из системы уравнений (5) можем найти все 
значения потенциала жидкости на n + 1–м вре-
менном слое, кроме его значений на границе по-
лости. Жидкость и газовая полость оказывают 
друг на друга взаимное влияние, поэтому для 
нахождения потенциала жидкости на границе 

1n
1,j,if
  и параметров газовой полости необходимо 

решить систему уравнений (1) и (4): 
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Заменив производные в системе (7) соответ-
ствующими разностями и сгруппировав неиз-
вестные в левых частях уравнений, получили 
систему линейных уравнений, неизвестными в 
которой являются 1 1 1

1, ,n n n
b bP R f   : 
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где правые части уравнений системы на преды-
дущем временном слое определяются как 
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Для решения системы (8) использовали двух-
шаговый метод. На первом шаге выполнялось 
определение предварительных значений пере-
менных: 
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На втором шаге, с учетом предварительных 
значений искомых величин, выполнялась их кор-
ректировка по формулам 
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Коэффициенты для вычисления скорректиро-
ванного значения переменных определялись с 
помощью следующих соотношений: 
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РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ 
 

При тестировании алгоритма рассматривали 
пузырек газа в неограниченной идеальной жид-
кости при начальных условиях P0 = 0,1 МПа,           
0 = 1000 кг/м3 и с начальным радиусом 1 мм. 
Пузырек выводили из состояния равновесия, за-
давая скорость перемещения его границы в 
начальный момент времени, после чего он начи-
нал совершать пульсации с определенной часто-
той и амплитудой.  

С помощью предложенного алгоритма опре-
деляли динамику газовой полости в сжимаемой 
жидкости. Получаемые результаты сравнивали с 
динамикой полости в несжимаемой жидкости 
при тех же начальных условиях. Динамику поло-
сти в несжимаемой жидкости исследовали, ис-
пользуя уравнения Рэлея [2, 20]: 
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из которого следует, что период пульсаций пу-
зырька определяется периодом его собственных 
пульсаций [20]: 
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Сравнивая динамику газовой полости в сжи-
маемой и несжимаемой жидкостях, можем сде-
лать вывод про их отличия при равных началь-
ных условиях и условии выведения из состояния 
равновесия. Амплитуда изменения радиуса и 
давления при разных начальных скоростях гра-
ницы полости для сжимаемой жидкости меньше, 
чем для полости в несжимаемой жидкости            
(рис. 1, 2). Такое отличие связано с тем, что из-
менение скорости на границе полости в несжи-
маемой жидкости вызывает изменение динамики 
всей жидкости, в которой расположена газовая 
полость. В случае сжимаемой жидкости измене-
ние динамики на границе приводит к формиро-
ванию сферической волны давления и постепен-
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Рис. 1. Зависимость изменения радиуса газовой полости в сжимаемой и несжимаемой жидкостях от начальной скорости. 
 

 
 

Рис. 2. Зависимость изменения давления газовой полости от начальной скорости для случаев сжимаемой и несжимаемой 
жидкостей. 

 
 

Рис. 3. Зависимость изменения периода пульсации газовой полости от начального возмущения для случаев сжимаемой и 
несжимаемой жидкостей.  

 

ному изменению параметров жидкости в окрест-
ности полости. 

Зависимость периода пульсации газовой по-
лости от скорости начального возмущения пред-
ставлена на рис. 3. Сплошной линией изобража-
ется период пульсации в сжимаемой жидкости, 
штриховой – период пульсации в несжимаемой 

жидкости. При скоростях возмущения поверхно-
сти, близких к нулю, периоды пульсаций пу-
зырька для случаев сжимаемой и несжимаемой 
жидкостей практически одинаковы (отличаются 
в пределах погрешности вычислений, не превы-
шающей 5%) и совпадают с периодом собствен-
ных колебаний пузырька (14). 
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Рис. 4. Профили волны давления в различные моменты времени. 
 

 
 

Рис. 5. Динамика полости при различных значениях радиуса ограничивающей оболочки (R = 0,1 м – пунктирная линия;           
R = 0,2 м – штриховая линия; R = 0,5 м – тонкая сплошная линия; неограниченная жидкость – сплошная жирная линия).  

 

Возмущение от пульсирующего пузырька пе-
редавалось жидкости, в которой возникала волна 
давления. Её профиль в радиальном направлении 
в различные моменты времени представлен на 
рис. 4. 

Полученные профили распространения волны 
давления в жидкости соответствуют закону рас-
пространения сферической волны [23], амплиту-
да которой обратно пропорциональна расстоя-
нию от источника возмущения (огибающая ам-
плитуд давления показана на рис. 4 штриховой 
линией).  

Результаты пульсации газовой полости с 
начальным радиусом 1 мм при вводе в неё энер-
гии 10 Дж при различных значениях радиуса 
оболочки представлены на рис. 5. При постоян-
ном значении энергии с увеличением радиуса 
оболочки увеличиваются амплитуда пульсаций 
полости и их период. 

При достаточно больших значениях радиуса 
оболочки динамика полости мало отличается от 
её пульсаций в неограниченной жидкости            

(рис. 5 – жирная сплошная линия), вместе с тем 
период колебаний полости совпадает с периодом 
пульсаций, вычисленным по формуле (14). Кро-
ме того, общая закономерность пульсаций поло-
сти совпадает с результатами, приведенными в 
работе [8].  

 

ВЫВОДЫ 
 

 При анализе результатов, получаемых в ходе 
эксперимента, актуальным является вопрос их 
теоретического обоснования с помощью матема-
тического моделирования исследуемого процес-
са. Особое место теоретические исследования 
занимают при изучении быстропротекающих 
процессов, которые характерны для электриче-
ских разрядов. 

Предложенный алгоритм, использующий 
уравнение баланса энергии газовой полости, 
адекватно описывает взаимодействие и взаимное 
влияние полости и сжимаемой жидкости. Такое 
взаимодействие имеет место во многих практи-
ческих задачах, сопряженных с вводом в жид-
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кость энергии. Также предложенный алгоритм 
позволяет учитывать возможную асимметрию 
динамики жидкости, связанную с наличием в 
последней физических тел либо с формой по-
верхности, которая ограничивает жидкость. 
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Summary  

 
Dynamics of the gas cavity in an ideal compressible 

fluid with an input of pulse energy into it is investigated. 
The algorithm of interaction of pulsating bubble with a 
compressible liquid is developed. A comparative analysis 
of the dynamics of a bubble in incompressible compressi-
ble fluids is carried out. 
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