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1. Исследование временной эволюции и дробления во внешних электрических полях движу-

щихся заряженных струй представляет интерес в связи с многочисленными академическими, техни-
ческими и технологическими приложениями феномена. Оно неоднократно выполнялось в прошед-
шем столетии как экспериментально, так и теоретически в линейной и нелинейной постановках ана-
литическими и численными методами. Так, относительно недавно [18] экспериментально и 
теоретически анализировался вопрос о равновесных формах таких струй. Сделанные при этом выво-
ды не всегда понятны, в частности теоретические исследования равновесных форм струй в [68] вы-
полнены для осесимметричных волн, описываемых функциями Бесселя более высоких порядков, чем 
нулевой, тогда как реально осесимметричные волны на поверхности струи описываются функциями 
Бесселя только нулевого порядка. В [923] основной акцент был сделан на исследовании устойчиво-
сти заряженных струй по отношению к бесконечно малым периодическим деформациям. Теоретиче-
ские исследования в этом направлении выполнялись в линейном приближении по амплитуде дефор-
мации для осесимметричных мод, а основным результатом проведенных расчетов было дисперсион-
ное уравнение, на основе которого изучалась устойчивость струи. Однако получаемые в различных 
матфизических постановках дисперсионные уравнения не лишены недостатков: в [19], например, до-
пущена ошибка при записи компоненты дисперсионного уравнения, характеризующей давление 
электрического поля, а в [2123], где предполагалось исследовать влияние эффекта релаксации элек-
трического заряда на струе на ее устойчивость неверно выписано уравнение баланса поверхностного 
заряда (отсутствует слагаемое, связанное с кривизной поверхности струи), следовательно, неверны и 
полученные результаты.  
 В работах [2432] исследовалась нелинейная устойчивость незаряженных струй в отсутствие 
внешних электрических полей. Строгие аналитические асимптотические расчеты выполнены лишь в 
приближении идеальной жидкости. Имеющиеся нелинейные анализы для струй вязкой жидкости 
[3033] проведены либо численно [3031, 33] при достаточно произвольных допущениях, либо для 
весьма грубых математических моделей [32, 33]. Так, в [32] использованы приближенные одномер-
ные уравнения, выведенные в предположении, что поперечный масштаб изменения поля скоростей 
много меньше продольного, и справедливые лишь для весьма длинных волн. Во всяком случае, до-
пущения, принятые при выводе этих уравнений, не справедливы, а эти уравнения незаконны при 
описании финальной стадии распада струи на капли, на что указывалось еще в [34]. Единственная 
работа, посвященная исследованию нелинейной устойчивости заряженной поверхности струи [33], 
выполнена численными методами для струи вязкой жидкости конечной длины, но для грубой матфи-
зической модели при весьма произвольных допущениях. 

Несмотря на упомянутые многочисленные исследования устойчивости и дробления заряжен-
ных струй, многое в физике остается до сих пор не выясненным и по-прежнему привлекает внимание 
ученых. Сказанное, в частности, относится к анализу устойчивости неосесимметричных мод осцил-
ляций. И связано это с тем, что большая часть ранее проведенных по этому вопросу исследований 
была ориентирована на получение потоков монодисперсных капель, проблема же спонтанного распа-
да сильно заряженных струй, выбрасываемых с вершин свободно падающих капель [35] и менисков 
жидкости на торцах капилляров [10, 14, 3638], до сих пор исследована весьма поверхностно. В экс-
периментальных работах [10, 14, 3538] зафиксировано «хлыстообразное» движение конца распада-
ющейся на капли струи, что связано согласно [39, 40] c возбуждением неосесимметричных мод кa- 
_______________________________________________________________________________________ 
 Григорьев А.И., Ширяева С.О., Егорова Е.В., Электронная обработка материалов, 2005, № 1,                 
С. 42–49. 
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пиллярных осцилляций струи. 
В связи со сказанным нами будет проведено аналитическое асимптотическое исследование 

нелинейных осцилляций неосесимметричных волн на поверхности заряженной идеально проводящей 
струи (в линейной постановке эта задача была рассмотрена в [39, 40]) в рамках метода многих мас-
штабов, использованного ранее в [24] для изучения нелинейных осцилляций незаряженной струи. 

2. Рассмотрим движущуюся с постоянной скоростью 0U

бесконечную струю постоянного ра-

диуса R идеальной несжимаемой идеально проводящей жидкости с плотностью  и коэффициентом 
поверхностного натяжения . Примем, что внешняя среда отсутствует, однако в окружающем струю 
пространстве создано электростатическое поле, перпендикулярное оси струи. Вследствие этого на 
поверхности распределен заряд, поверхностная плотность которого в равновесном состоянии, то есть 
в условиях отсутствия каких-либо возмущений цилиндрической формы струи, имеет величину . 

Исследование проведем в цилиндрической системе координат, начало которой движется со 

скоростью 0U


, а ось OZ направлена вдоль струи по направлению ее движения: 0zn U


. Очевидно, что 

в такой системе координат поле скоростей движения жидкости в струе будет полностью определять-
ся капиллярными колебаниями ее поверхности. 

Проследим эволюцию во времени распространяющейся по поверхности струи в положитель-
ном направлении оси OZ неосесимметричной волны с волновым числом k, амплитуда которой мала 
по сравнению с радиусом струи. 

Все рассмотрение проведем в безразмерных переменных, приняв в качестве основных единиц 
R, ,  (то есть, полагая, R =  =  = 1). В этом случае уравнение свободной поверхности струи, воз-

мущенной капиллярным волновым движением, запишется в виде  1 ξ , ,r z t   , где ξ 1 ,            

r, , z – цилиндрические координаты, t  время,   функция, описывающая искажение равновесной 
цилиндрической формы струи. 

В рамках модели потенциального течения математическая формулировка задачи о расчете 
временной эволюции виртуального волнового возмущения поверхности струи будет иметь вид 
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Здесь P – перепад давлений внутри и вне струи в равновесном состоянии  ξ 0, 0   ; 

предпоследнее и последнее слагаемые – давления электрического поля и сил поверхностного натяже-
ния соответственно; n


  вектор нормали к поверхности струи: n F F  


. 

Сформулированную краевую задачу следует дополнить условиями сохранения заряда и объе-
ма участка струи, длина которого равна длине волны  = 2/k: 

 1
2πχλ

4π S

n r d dz    
 ;    

 

0 0

1 ξ , , ;

0 2π;

λ;

r z t

S

z z z

  
   
   

  

             πλ
V

r dr d dz    ;                   

 

0 0

0 1 ξ , , ;

0 2π;

λ.

r z t

V

z z z

   
   
   

  

 

Для полного замыкания выписанной системы уравнений необходимо задать еще начальные 
условия. Однако в силу того, что начальные условия произвольного вида могут привести к чрезмер-
ной громоздкости получаемого решения, в нелинейных задачах об отыскании периодических волно-
вых профилей поверхности идеальной жидкости принято выбирать начальные условия так, чтобы 
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решение принимало наиболее простой вид [24]. Поэтому примем, что в начальный момент времени 
скорости всех точек свободной поверхности струи нулевые, а форма струи определена выражением  

           ε ε 21 ε ζ exp( ) ζ exp( ) exp( θ) . . εt tr im im i к с       

            , 

где θ ( )mk z k t    , ( )m k   частота  волны с волновым числом k  и азимутальным числом m; аб-

бревиатура «к.с.» означает комплексно сопряженные слагаемые;   малый параметр, в качестве ко-

торого возьмем отношение амплитуды волны к радиусу струи;  εζ t
 
 
  


  амплитудные коэффициен-

ты, являющиеся функциями времени. 
Будем искать методом профиль струи, совершающей нелинейные неосесимметричные осцил-

ляции, в виде разложения по  с точностью до второго порядка малости включительно.  
3. В нулевом приближении будем иметь равновесное состояние, которому соответствует не-

подвижный (в движущейся системе координат) цилиндрический столб жидкости с постоянной по-
верхностной плотностью заряда . Электрическое поле в окрестности невозмущенного однородно 
заряженного цилиндрического столба определяется потенциалом 

     0 .4πχ lnr r     

Динамическое граничное условие в нулевом приближении позволяет определить равновесный пере-
пад давлений на поверхности струи 

21 2πχp   . 
4. Решая сформулированную задачу с точностью до слагаемых второго порядка малости, 

можно найти форму струи как функцию времени в виде выражения 
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 Расчеты по полученным выражениям при  = 0,3 и докритических в смысле реализации 
неустойчивости струи по отношению к поверхностному заряду значениях параметра W в пакете 
аналитических вычислений «Matematica» иллюстрируются рис.1, где для первой и третьей мод            
(m = 1, 3) приведены трехмерные изображения поверхности нелинейно осциллирующих струй в 
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момент времени: t = 0,25 T, где Т – период волн. Критическое в смысле реализации неустойчивости 
струи по отношению к поверхностному заряду (проявляющейся в дроблении струи на капли) для 
фиксированного m значение параметра W, характеризующего давление электрического поля на 
поверхность струи, находится из требования обращения в ноль квадрата частоты в дисперсионном 
уравнении [39, 40]: 2 ( ) 0m k  . Напомним, что для m = 0 картинка, аналогичная приведенным рисункам 

представляет собой правильное чередование осесимметричных расширений и сжатий на поверхности 
цилиндрической струи. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Формы поверхности нелинейно осциллирующих струй  при докритических в смысле устойчи-
вости по отношению к собственному заряду значениях поверхностной его плотности, рассчитан-
ные при   = 0,3, W=1, k=2: a)  m=1; б)  m=3  
 

Из приведенных рисунков видно, что, по всей видимости, возбуждение «хлыстообразного» 
движения струй [39, 40] связано с одновременным возбуждением моды с m = 1 и одной из более 
высоких мод с m ≥ 2. Видно также, что при реализации неустойчивости неосесимметричных волн с 
высокими значениями азимутального числа m повышается вероятность полидисперсного распада 
струи, как это и наблюдается в естественных условиях при спонтанном распаде сильно заряженных 
(необходимое условие для обеспечения реализации неустойчивости неосесимметричных мод с m ≥ 1) 
струй [39, 40]. Расчеты также показывают, что с увеличением плотности электрического заряда 
амплитуды волн растут. 

Из выписанного уравнения для формы струи несложно видеть, что кроме волны с волновым 
числом k , существующей  в начальный момент времени, возбуждается также (за счет нелинейного 
взаимодействия) волна с удвоенным волновым числом 2k . Между этими двумя волнами имеет место 
резонансное взаимодействие, определяющееся наличием у коэффициентов a1 и a2 знаменателей, 
которые при определенных условиях обращаются в ноль. Отметим, что при резонансном 
взаимодействии нелинейных осцилляций и волн возможен стопроцентный обмен энергий между 
ними. Кроме того, примечательно, что резонансно взаимодействуют волны с различными волновыми 
и азимутальными числами, то есть с различной симметрией, как это видно из выражений для 

коэффициентов a1 и a2. На рис. 2 приведен график зависимости    2 2
24 2m mF k k    при m = 0 

(определяющей величину знаменателя в коэффициенте a1, а также в коэффициенте a2 при m = 0) от 
величины волнового числа k и параметра W, пересеченной плоскостью F = 0. На кривой f1 (k, W) по 
которой пересекаются эти две поверхности, реализуется резонансное взаимодействие между двумя 
осесимметричными модами (m=0) для волн с волновыми числами k и 2k. Резонансный обмен 
энергией между двумя осесимметричными волнами разной длины (заданной в начальный момент 
времени с волновым числом k и волной с вдвое большим волновым числом 2k, возбуждение которой 
происходит в результате нелинейного взаимодействия) на стадии дробления струи может привести к 
образованию «сателлитов» - капель с размерами, отличающимися от размеров капель, на которые 
разбивается струя при отсутствии возмущающих воздействий. Из рис. 2 можно видеть, что указанное 
взаимодействие имеет место только при W ≠ 0. 

 

   2 2
1 2( , ) 4 2 0m mf k W k k    , 
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Рис. 2. График зависимости 
   kkF mm 24 2

2

2    от величины волново-

го числа k и параметра W (амплитудные 
коэффициенты а1  и а2  становятся беско-
нечно большими) 
 

 

Расчеты на основе соотношения     024 2

2

2  kk mm  показывают, что резонансная 

перекачка энергии из заданной в начальный момент времени неосесимметричной моды с m = 1 и 
волновым числом k в другую неосесимметричную моду с m = 2 и с вдвое большим волновым числом 
2k может реализоваться только при достаточно больших значениях поверхностной плотности заряда 
на струе (при W ≥ 3), как это видно из рис. 3. 

Рис. 3. График зависимости 

   kkF mm 24 2

2

2    от величины волно-

вого числа k и параметра W при m=1, пере-
сеченный плоскостью F=0. На линии пересе-
чения указанных поверхностей реализуется 
нелинейное резонансное взаимодействие 
неосесимметричных волн (амплитудный ко-
эффициент а2 становится бесконечно боль-
шим) 
 

 

Из вида амплитудного коэффициента a2 видно, что возможно резонансное взаимодействие 
между осесимметричной модой m = 0 и неосесимметричными модами с m ≠ 0. На рис. 4 приведен 
график зависимости    kkF m 24 2

0

2    при m = 1 (определяющей величину знаменателя в 

коэффициенте a2)  от  величины  волнового  числа k и параметра W, пересеченной плоскостью F = 0. 
На кривой f0 (k, W), по которой пересекаются эти две поверхности, реализуется резонансное 
взаимодействие между заданной в начальный момент времени неосесимметричной волной с m =1 и 
волновым числом k и осесимметричной волной m = 0 с волновым числом 2k. При таком 
взаимодействии энергия перекачивается из неосесимметричной моды c m = 1 к осесимметричной 
моде с удвоенным волновым числом. Из рис. 4 видно, что такой резонансный обмен энергией может 
иметь место и при отсутствии на струе электрического заряда (при W = 0). 

 
    024),( 2

0

2

0  kkWkf m  , 
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Рис.4. График зависимости    kkF m 24 2

0

2    

от величины волнового числа k и параметра W 

(амплитудный коэффициент 2a  становится 

бесконечно большим) 
 

 

Расчеты также показывают, что резонансное взаимодействие с перекачкой энергии от 
неосесимметричной моды с m = 2 к осесимметричной возможно только при достаточно больших 
плотностях поверхностного заряда на струе (при W ≥ 3). 

Влияние величины поверхностной плотности электрического заряда на струе  на 
закономерности реализации резонансного взаимодействия сводится к изменению положений 
резонансов (к изменению волновых чисел и азимутальных параметров взаимодействующих волн при 
варьировании ). Вдали от положений резонансов влияние электрического заряда, имеющегося на 
поверхности струи, сводится к появлению возможности развития неустойчивости неосесимме-
тричных мод при достаточно больших плотностях заряда (при 42  1) [39, 40]. Напомним, что в 
отсутствие заряда (при  = 0) все неосесимметричные моды устойчивы, что следует из 
дисперсионного уравнения. Влияние заряда (объемного либо поверхностного) на форму струи 
реализуется через зависимость от его плотности  коэффициентов aj, определяющих отклонение 
второго порядка малости  формы струи от цилиндрической. 

Следует также отметить, что в [41] для незаряженной струи нелинейное возбуждение 
осесимметричных мод с частотами, кратными возбужденной, в начальный момент исследовано 
экспериментально: во всяком случае в [41] показано, что нелинейное возбуждение мод, кратных 
изначально возбужденной, имеет место. 

5. Проведенное рассмотрение выполнено для ситуации, когда начальная деформация струи 
определяется одной модой. Это обстоятельство накладывает ограничение на общность сделанных 
выводов. Представляется целесообразным решить задачу о расчете нелинейных неосесимметричных 
осцилляций струи, когда начальная деформация струи определяется суперпозицией различных мод. 
Такая задача позволила бы более детально исследовать перенос энергии между модами, а также 
взаимодействие волн различной природы, например капиллярных и релаксационных (последнее 
возможно лишь при корректном учете вязкости жидкости). Отметим, что подобная задача для 
незаряженной струи решена в [42] численными методами, что, естественно, накладывает ограничение 
на гносеологическую ценность полученных результатов: так, весьма проблематичным при таком 
подходе становится исследование внутренних нелинейных резонансов. 

В [27] сходная задача решена аналитическими асимптотическими методами, но в отличие от 
задачи, решенной выше, в[27] в начальный момент времени задавалась не форма струи, а поле 
скоростей, которое в соответствии с вышесказанным представлялось в виде суперпозиции двух мод. 
Такая постановка целесообразна при изучении закономерностей вынужденного капиллярного 
распада струи (более подробно см. монографию [43]), при исследовании закономерностей 
сателлитообразования, что и было сделано в [30, 31] численными методами. 

6. Заключение. Решение задачи о расчете нелинейных осцилляций заряженной струи уже во 
втором порядке малости по амплитуде деформации невозмущенной цилиндрической струи позволяет 
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обнаружить резонансное взаимодействие волны, определяющей начальную виртуальную 
деформацию, с волной, появляющейся вследствие нелинейности уравнений гидродинамики и 
имеющей вдвое большее волновое число. Положение резонансных ситуаций зависит от величины 
волнового числа и поверхностной плотности электрического заряда на струе. В частности, 
осесимметричная мода может взаимодействовать с модой, ответственной за закручивание струи            
(m = 1). При нелинейном резонансном взаимодействии волн на заряженной струе энергия всегда 
перекачивается от более длинных волн к более коротким независимо от симметрии 
взаимодействующих волн. Из начально возбужденной моды с m = 1 энергия может перекачиваться 
как в осесимметричную моду с вдвое большим волновым числом, так и в неосесимметричную с              
m = 2, также с вдвое большим волновым числом. Вовлечение в нелинейное резонансное 
взаимодействие мод с m ≥ 2 возможно лишь при значительных плотностях поверхностного заряда на 
струе. 
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Summary 

 
The energy is aulwace transfer from long waves to more short one at a nonlinear resonant interaction 

of waves on charged liquid jet surface independently from its symmetry. 
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