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Введение. Исследование физического механизма реализации неустойчивости заряженной ка-
пли по отношению к собственному заряду представляет значительный интерес в связи с многочис-
ленными приложениями в технике и технологии (см., например, обзоры [1−7] и приведенные там 
ссылки). Первое корректное аналитическое исследование проведено Рэлеем еще в 19-м веке [8]. Тем 
не менее многие вопросы, касающиеся устойчивости заряженной капли, остаются малоизученны-
ми. Сказанное в первую очередь относится к осцилляциям и устойчивости заряженных капель, от-
личных от сферических форм [9−11]. Этой проблеме и посвящена данная работа, выполненная по 
аналогии с [12], но с учетом слагаемых в асимптотических разложениях более высоких порядков 
малости по отклонению формы капли от сферической. 

Формулировка задачи. Будем решать задачу об устойчивости капиллярных осцилляций бес-
конечно малой амплитуды капли радиуса R0 несжимаемой идеально проводящей жидкости, имеющей 
заряд Q и находящейся в идеальной несжимаемой диэлектрической среде. 

Предположим, что заряд капли чуть больше критического в смысле реализации ее неустойчи-
вости по отношению к поверхностному заряду [8]. При этом теряет устойчивость основная мода ка-
пиллярных осцилляций капли, и она принимает вытянутую слабосфероидальную форму, эксцентри-
ситет которой растет по мере роста амплитуды неустойчивой основной моды.  

Уравнение поверхности вытянутого сфероида в сферических координатах с началом в его 
центре имеет вид 
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где e – эксцентриситет сфероида, который будем принимать малым 2 1e .�  
Примем, что поверхность сфероидальной капли возмущена капиллярным волновым движени-

ем тепловой природы так, что уравнение свободной поверхности капли имеет вид 
( , , ) ( ) ξ( , ) 0F r t r r t≡ − − =ϑ ϑ ϑ ,                                                    (2) 

где max | ( , ) | min ( )t rξ �ϑ ϑ , а функция ( ,tξ ϑ ) описывает отклонение осциллирующей поверхно-
сти капли от сфероидальной поверхности.  
 Будем исследовать устойчивость мод капиллярных осцилляций такой капли на интервале 
времени, много меньшем характерного времени увеличения амплитуды неустойчивой основной моды 
осцилляций так, что на указанном интервале времени эксцентриситет сфероида можно считать по-
стоянным. 

Движения жидкости в капле и среде, так же как и электрическое поле собственного заряда ка-
пли во внешней среде, будем считать потенциальными с потенциалами 1( , )r tψ G

, 2 ( , )r tψ G  и ( , )r tΦ
G

 
соответственно. Математическая формулировка задачи расчета капиллярных осцилляций будет иметь 
вид 

( , ) 0, 1;2,i r t iψΔ = =
G              ( , ) 0,r tΔΦ =

G
                                         (3) 

:r →∞   2 0; ( , ) 0;r tψ∇ → ∇Φ →
G  

0 :r →     1ψ 0;∇ →  
( ) ( , ) :r r tϑ ξ ϑ= +   0( , ) const ;r tΦ = ≡ Φ

G  
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где 1ρ , 2ρ − плотность сред внутри и вне капли; ( )2( , ) 8πEP r t≡ −∇Φ
G  − давление электростатиче-

ских сил на границе раздела сред, происходящее при наличии заряда на капле; σ σP div n≡ ⋅
G

 − дав-
ление сил поверхностного натяжения; inG  − нормаль к границе раздела, внешняя к i-й среде. Аналити-
ческие выражения для EP  и Pσ  приведены в Приложении А и Приложении В соответственно.  

Все рассмотрение проведем в сферических координатах, связанных с центром массы капли, в 

безразмерных переменных, в которых 0 1ρ σ 1R = = = , в линейном по | ξ |  и квадратичном по 2e  
приближении. 

Процедура определения решения. Неизвестные функции будем искать в виде разложений 
по полиномам Лежандра (μ )nP :  
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Удовлетворяя граничным условиям (4) и (5), можно найти связь между коэффициентами 
(1) (2)( ), ( )n nA t A t  и ( )nM t . 

Производную по нормали в (4) можно представить в виде 
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Оператор ϑ∂  означает частную производную по полярному углу. Выражение (9) выписано в линей-
ном приближении по | ξ | .  

Раскладывая (1) в ряд по 2e  и сохраняя слагаемые до 4e  включительно, получим 

2 2 4 4 21 1r( )=1+e (3 cos - 1) +e (27 cos - 6 cos  - 5)
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или 
2 4

2 2 4
1 1( ) 1 (μ) (50 (μ) 27 (μ) 7).
3 315

r e P e P P= + + + −ϑ                                                (2а) 

 Подставляя (2а) в (9), можно получить для орта нормали к поверхности капли, возмущенной 
волновым движением, выражение 

rn e ern nϑ ϑ= ⋅ + ⋅
G G G , 

где reG  и eϑ
G

− единичные векторы радиального и полярного направлений в сферической системе ко-

ординат, а rn  и nϑ  − соответствующие проекции вектора нормали на орты сферической системы 
координат, определяющиеся следующим образом: 
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В итоге выражение (8) можно представить в виде 
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Оператор r∂  означает частную  производную по радиальной координате. 

Поскольку ψi  имеет тот же порядок малости, что и ξ вместе со своими производными, то  
при подстановке компонентов вектора нормали (10) в (8а) слагаемые вида ξ( , ) ψj j it∂ ⋅ ∂ϑ  и 

ξ( , ) ψj it ⋅ ∂ϑ , где ;j r ϑ= , имеют второй порядок малости и в линейном по | ξ |  приближении 

должны быть отброшены. 
Подставляя выражения для проекций вектора нормали в (8а), из кинематического граничного 

условия (5) можно найти связь коэффициентов (1) (2)( ), ( )n nA t A t  и ( )nM t : 
( ) ( ) ( )i
n t nA t M t∂∼ ,         1;2i = .                                                     (11) 

Оператор t∂ по-прежнему означает частную производную. Подставляя (11), (А.9), (В.2.) в ди-
намическое граничное условие (6), получаем систему связанных дифференциальных уравнений для 
отыскания временной зависимости неизвестных коэффициентов ( )nM t : 
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При записи (12) были использованы рекуррентные формулы: 
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( 1) 1
n
l mC −  − коэффициенты Клебша-Гордана.  

Решения системы (12) будем искать в виде  
( ) exp( ).n nM t D i tω= ⋅ −                                                       (13) 

Подставляя (13) в (12), получаем однородную бесконечную систему линейных алгебраических урав-
нений для отыскания коэффициентов nD , которая связывает между собой частоты осцилляций, но-
мера мод и физические параметры задачи. Чтобы система однородных алгебраических уравнений 
имела нетривиальные решения, необходимо, чтобы определитель, составленный из ее коэффициен-
тов, был равен нулю, что и даст дисперсионное уравнение задачи в виде алгебраического уравнения 
относительно 2ω  [12]. При некоторых значениях физических параметров квадрат частоты 2ω  может 
уменьшиться до нуля и стать отрицательным, что будет соответствовать появлению мнимых ω  и 
экспоненциальному росту амплитуд соответствующих волн, т.е. проявлению неустойчивости. 

Приравнивая нулю свободный коэффициент дисперсионного уравнения (необходимое условие 
появления нулевых решений [12]), несложно получить уравнение для отыскания критических усло-
вий проявления неустойчивости. 

Для сферы ( 2 0e = ) система уравнений (12) после подстановки в нее (13) приводится к систе-
ме несвязанных уравнений: 2α β 0n n⋅ + =ω , или  

( )2(2 +1) - ( -1) +2  0,
( +1)
n n n W

n n
⋅ ⋅ − =

⋅
ω  

Приравнивая свободный член этого уравнения нулю, легко получить критическое условие реализа-
ции неустойчивости n-й моды сферической капли: 2 ,W n= +  совпадающее с найденным Рэлеем [8]. 

Если учесть сфероидальность капли, то критические условия появления неустойчивости для 
первых осесимметричных мод осцилляций получатся в виде 

2n = : ( )2 4
2 4 1- 0,285 e  - 0,075 e ;W = ⋅ ⋅         3n = : ( )2 4

3=5 1- 0,240 e  - 0.138 e ;W ⋅ ⋅  
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4n = :   ( )2 4
4  = 6 1-0,232 e  - 0,202 e  ;W ⋅ ⋅       5n = :   ( )2 4

5 = 7 1-0.229 e  - 0.267 e ;W ⋅ ⋅  

6n = :   ( )2 4
6W  = 8 1- 0,229 e  -0,334 e ;⋅ ⋅        7n = :   ( )2 4

7W  =9 1- 0,230 e  - 0,402 e ;⋅ ⋅  

8n = :        ( )2 4
8W  =10 1- 0,231 e  - 0,471 e .⋅ ⋅                                      (14) 

Из (14) видно, что для всех мод с ростом 2e  критические значения параметра Wn снижаются, 
причем величина снижения растет с увеличением номера моды. 

Заключение. В проведенном анализе выяснилось, что с увеличением эксцентриситета заря-
женной сфероидальной капли снижаются критические условия реализации электростатической  неус-
тойчивости всех мод ее осцилляций. 
 ПРИЛОЖЕНИЕ А. Для того чтобы найти электростатическое давление на поверхность за-
ряженной капли EP  , воспользуемся выражением [14]: 

2
21 ( ( , )) ,

8π 8πE
EP r t= = ∇Φ

G                                                           (А.1) 

где ,E Φ  − напряженность и электростатический потенциал электрического поля на поверхности ка-
пли. Электростатический потенциал должен удовлетворять уравнению Лапласа:  

( , ) 0r tΔΦ =
G

                                                               (А.2) 
и граничным условиям 

:r →∞     ( , ) 0r tΦ →
G

; 

( ) ξ( , ) :r r t→ +ϑ ϑ   ( , ) const ( )Sr t tΦ → ≡Φ
G

,                   (А.3) 

( )S tΦ  − электростатический потенциал, постоянный на всей поверхности капли и зависящий только 
от времени.  

Вне капли ( , )r tΦ
G

 в линейном по ξ( , )tϑ  приближении можно представить в виде 

0 δ ,Φ =Φ + Φ                                                                    (А.4) 

где 0Φ  − потенциал невозмущенной поверхности капли, а δΦ− добавка, вызванная волновым воз-

мущением поверхности капли, имеющая тот же порядок малости, что и ξ( , )tϑ . В линейном по ξ  
приближении из (А.4) получим 

0 0( ) ξ( , ) ( )( ) ( ) ξ( , ) δrr r t r rr r r r t= + == =Φ = Φ + ∂ Φ ⋅ + Φϑ ϑ ϑϑ ϑ ϑ  .                         (А.4а) 

В окрестности заряженного сфероида в сферических координатах 0Φ определяется выраже-
нием (см. (С.5)) в Приложении С: 

(
2 1 3

2 2 3 2 2 2
0

(1 ) Arth( 2 (1 )Q e eR e r e R
R e

−
Φ = ⋅ × ⋅ ⋅ − ⋅ + +  

) 1 2
2 4 3 4 4 4 2 2 2 3 2 2(1 ) 2 (1 ) cos(2 ) ,e r e R e e r R ϑ

−
+ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ ⋅                      (А.5) 

R − радиус равновеликой сферической капли, а поскольку задача решается в безразмерных перемен-
ных, то R = 1.  

Раскладывая (А.5) в ряд по 2e , ограничиваясь слагаемыми ~ 4e , получаем 
2

2 42 4 2
0 2 5

1 (μ) 9 (μ) 10 (μ) .
3 45
P P r PQ e e

r r r

⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⋅
Φ = ⋅ + ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅⎝ ⎠

                                   (А.6) 

Поскольку для потенциала Φ справедливо уравнение (А.2), то, учитывая (А.4), имеем 
   δ 0Δ Φ =                                                                                (А.7) 

при условии: 
              :r →∞       δ 0.Φ→                                                                (А.8) 

Решение уравнения (А.7) с учетом (А.8) имеет вид 
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( 1)

0
( ) (μ),n

n n
n

D t r P
∞

− +

=
Φ = ⋅ ⋅∑δ                                               (А.9) 

где ( )nD t − неизвестная функция времени, которую можно выразить через функцию ( )nM t . Из 
(А.4а) по порядку малости получим 
 в нулевом порядке: 

( )r r ϑ= :  0 ( ),s tΦ =Φ  
 в первом порядке: 

( )r r ϑ= :     0δ ξ( , ) 0.r tΦ + ∂ Φ ⋅ =ϑ                                         (А.4b) 

Из соотношения (А.4b) можно найти связь между функциями ( )nD t  и ( )nM t . 

Раскладывая 2( )∇Φ  в выражении (А.1) на возмущенной волновым движением поверхности в 
ряд с учетом (А.4), будем иметь  

2 2
0( ) ξ( , ) ( ) ξ( , )

( ) ( ( δ ))
r r t r r t= + = +

∇Φ = ∇ Φ + Φ =
ϑ ϑ ϑ ϑ

 

( )2 2
0 0 0 ( )( )

( ) ( ) ξ( , ) 2( )( δ )r r rr r
t ==

∇Φ + ∂ ∇Φ ⋅ + ∇Φ ∇ Φ ϑϑ
ϑ .                      (А.10) 

Подставляя (А.6), (А.9), (2а) в (А.10) и учитывая полученную в (А.4b) связь, разложим все 

выражение в ряд по 2e , сохраняя слагаемые, содержащие 4e . В итоге получим искомое выражение 
для электростатического давления на возмущенной капиллярными осцилляциями поверхности заря-
женной капли: 

2 2
4 2

2( 4)( 2) 2( 2)
=0( ) ξ( , )

( ) Q 4  e ( 10)
8π 8π 9E n n n n

nr r t

P n n K K
∞

− − −
= +

∇Φ ⎧ ⎛= = ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ −⎨ ⎜
⎝⎩

∑
ϑ ϑ

 

2 2
4( 4) n-4 2( 2)

2 2(12 69 173) M (t) ( ( 5)
105 3n n n nn n K e n K− −

⎞− − + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ +⎟
⎠

 

(4 2
( 2) 2( 2)( 2)

2 ( 12 9) 7( 12)
63 n n n n ne K n n n n K− − −

⎛+ ⋅ ⋅ ⋅ − − − + ⋅ +⎜
⎝

 

)2 3 2
2 4( 2) n-2

27(2 7 16) (3 15 36 59) M (t)+
105n n n nn n K n n n K −

⎞⎞+ + − ⋅ + − + − ⋅ ⋅⎟⎟⎠⎠
 

2
2

2+ 2( 1) ( 4)
3 n nn e n K⎛ − + ⋅ − ⋅ +⎜

⎝
 

4
2 4

26( 1) 4 2 (57 23)( 8 42 )
45 63 105n n n n
n ne n K K− ⋅ −⎛+ ⋅ − − + + ⋅ + ⋅ −⎜

⎝
 

2
2( 2) 2 ( 2) 2 ( 2) 2( 2) n

4 4( 6 4) ( 6) M (t)+
9 9n n n n n n n nn n K K n n K K− − + +

⎞⎞− + + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎟⎟⎠⎠
 

2 4 3 2
2( 2) 4( 2)

2( 7) 2+ e (3 21 144 115)
3 105n n n n

n K e n n n K+ +
−⎛ ⎛⋅ ⋅ + ⋅ + + + ⋅ +⎜ ⎜

⎝ ⎝
 

( 2
2( 2) 2

2 ( 1)( 1) 40 7 (2 19 36)
63 n n n nK n n n n n K++ ⋅ ⋅ + − − − ⋅ + + ⋅ −  

)))2( 2)( 2) n+221 ( 8) M (t)+n nn K + +− ⋅ + ⋅ ⋅  

4
2( 2) 2( 4)( 2)

4+ ( 5)( 10)
9 n n n ne n n K K+ + +

⎛⋅ − + + ⋅ ⋅ +⎜
⎝

 

2
4( 4) 4

2 (12 237 463) ( ) (μ).
105 n n n nn n K M t P+ +

⎫⎞+ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅⎬⎟
⎠ ⎭

                      (А.11) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ B. Лапласовское давление σP  на поверхности сфероидальной капли, иска-

женной капиллярными осцилляциями, будем искать в линейном по ξ( , )tϑ  и квадратичном по 2e  
приближении, используя выражение 

σ σP div n≡ ⋅
G

,                                                                (B.1) 
где nG  − внешняя нормаль к поверхности капли.  

Известно, что нормаль к поверхности ( ), , 0F r tϑ =  определяется выражениями 

( , , ) ,
| ( , , ) |

F r tn
F r t

∇
=

∇
G ϑ

ϑ
    ( ) ξ( , , ) ,r

rF r t e e
r

∂ + ∂
∇ = −

G Gϑ ϑ
ϑ

ϑϑ                               (B.2) 

где учтен явный вид функции ( , , )F r tϑ  (см.(2)). Подставляя (B.2) в (B.1), с точностью до 4e полу-
чим 

2 4
2 2 42

2 1 1 10 3(μ) (μ) (μ) ξ( )
3 63 35

divn e P e P P
r r

⎛ ⎞⎛ ⎞= − Δ ⋅ + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

G
ϑ ϑ   

( ) ( ) ( ) ( )( )4
22

1 1 sin
6 sin

e P .
r ϑ ϑ ϑ+ ∂ ϑ ⋅∂ μ ⋅∂ ξ ϑ
⋅ ϑ

 

Последнее слагаемое может быть представлено в виде 
 

( ) ( )4 4
22 4

1 1 1 6sin( ) (μ) ( ) ξ( , )
sin( ) 56 6

e P e t
r r

⎡∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ = Δ +⎢⋅ ⋅ ⎣
ϑ ϑ ϑ ϑϑ ξ ϑ ϑ

ϑ
 

( )2 2
6 (μ) ξ( , ) (μ) ξ( , )
7

P t P t+ ∂ ⋅∂ + ⋅ Δ −ϑ ϑ ϑϑ ϑ  

( )4 4
72 (μ) ξ( , ) (μ) ξ( , ) .
35

P t P t ⎤− ∂ ⋅ ∂ + ⋅Δ ⎥⎦
ϑ ϑ ϑϑ ϑ  

 
В итоге для давления Лапласа находим:  
 

(2) (4)(1)
σ 2 42 4

0
σ [ ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )] (μ);n n n n nn n

n
P f e n M t f e n M t f e n M t P

∞

± ±± ±
=

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅∑
(1) 2 2 4 2

2
2 2( , )=(n-1) (n+2) - e ( 4) +e (2 2 13)
3 45n n nf e n n n K n n⎛ ⎞ ⎛⋅ ⋅ − + + ⋅ − ⋅ + − −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
 

2 2
2 4

1 1(23 23 7) (25 25 346) ,
63 70n n n nn n K n n K ⎞− ⋅ + − ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⎟

⎠
 

(2) 2 2 4 2
2( 2) 2( 2)2

2 1( , ) e ( 3 6) +e (23 51 30)
3 63n n n nnf e n n n K n n K− −−

⎛ ⎞ ⎛= ⋅ − − + ⋅ ⋅ − − + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

 

2
4( 2)

1 (25 25 321) ;
70 n nn n K −

⎞+ − − ⋅ ⎟
⎠

 

(2) 2 2
2( 2)2

2( , ) e ( 5 10)
3 n nnf e n n n K ++

⎛ ⎞= ⋅ − + + ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4 2 2
2( 2) 4( 2)

1 1e (23 97 104) (25 75 271) ;
63 70n n n nn n K n n K+ +

⎞⎛− ⋅ − + + ⋅ + + − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 

(4) 4 2
4( 4)4

1( , ) e (25 75 196) ;
70 n nnf e n n n K −−

⎛ ⎞= ⋅ − − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(4) 4 2
4( 4)4

1( , ) e (25 125 96) .
70 n nnf e n n n K ++

⎛ ⎞= ⋅ + − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                   (B.3) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ С. Согласно [13] выражение для электростатического поля заряженного сфе-
роида в вытянутых сфероидальных координатах имеет вид 

2 2

0 22 2
Arth ,

ξ
Q a b

aa b

−
Φ =

+−
                                                      (С.1) 

где a и b − большая и малая полуоси вытянутого сфероида; ξ  − сфероидальная координата, задаю-
щаяся корнями уравнения: 

2 2
2 2 2

2 2
ρ 1, ρ ;

ξ ξ
z x y

a b
+ = = +

+ +
  2ξ ,b≥ −                                   (С.2) 

, ,x y z − декартовы координаты, ось OZ  направлена вдоль оси сфероида . 

 Чтобы записать выражение (С.1) для 0Φ  в сферических координатах с началом в центре сфе-
роида, выразим a и b через эксцентриситет сфероида e  и радиус равновеликой сфероиду капли − R , 
а z  и ρ в сферических координатах: 

2 1 3(1 ) ;a R e −= −      2 1 6(1 ) ;b R e= −      cos( )z r ϑ= ⋅ ;     ρ sin( ).r= ⋅ ϑ        (С.3) 
Подставив (С.3) в (С.2) и решив квадратное уравнение относительно сфероидальной координаты ξ , 
получим два корня: 

2 2 3 2 2 2
1 2 2 3

1ξ ((1 ) ( 2)
2(1 )

e r e R
e

= − + − +
−

 

2 4 3 4 4 4 2 2 2 3 2 2(1 ) 2 (1 ) cos(2 );e r e R e e r R ϑ+ − + − −  

2 2 3 2 2 2
2 2 2 3

1ξ ((1 ) ( 2)
2(1 )

e r e R
e

= − + − −
−

 

2 4 3 4 4 4 2 2 2 3 2 2(1 ) 2 (1 ) cos(2 ).e r e R e e r R ϑ− − + − −                          (С.4) 
Поскольку области пространства вне сфероида соответствуют значения сфероидальной координаты 
ξ  в пределах от 0 до +∞, то следует ограничиться корнем 1ξ , так как второй отрицателен. 
 Используя (С.3) и (С.4), из (С.1) для электростатического потенциала в окрестности заряжен-
ного сфероида получим выражение 

(
2 1 3

2 2 3 2 2 2
0

(1 ) Arth( 2 (1 )Q e eR e r e R
R e

−
Φ = ⋅ × ⋅ ⋅ − ⋅ + +  

) 1 2
2 4 3 4 4 4 2 2 2 3 2 2(1 ) 2 (1 ) cos(2 ) .e r e R e e r R ϑ

−
+ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ ⋅                       (С.5) 

Работа выполнена в рамках тематического плана университета, при поддержке гран-
тов: губернатора Ярославской обл., Рособразования № 2.1.1/3776 и РФФИ № 09-01-00084. 
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Поступила 26.02.09  
Summary  

 
In the range of analytical asymptotic method by series development on small parameters: amplitude of 

oscillation in first power and amplitude of spheroidal deformation in second power, was found dispersion 
equation for capillary oscillation of charged spheroidal drop. Results show that critical conditions of electro-
static instability all modes of a drop oscillation are lower down with growth up spheroidal deformation 
range.   
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