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Сформулирована и решена задача определения начальных условий, обеспечивающих            
однозначность математического моделирования электрического разряда в воде. Разработан  
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вание между собой. Эффективность метода продемонстрирована на примере электрического 
разряда в воде, для которого известны экспериментальные данные. Определено влияние произ-
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Математическое моделирование электри-
ческого разряда в воде широко применяется для 
исследования его характеристик, а также сопро-
вождающих его процессов [1–17]. Сущест-
вующие математические модели содержат              
дифференциальные уравнения, дополняемые 
начальными и краевыми условиями, опреде-
ляющими единственность решения задачи. 

С большой достоверностью известны           
начальные условия, предшествующие электри-
ческому пробою слоя воды между электродами 
перед приложением к ним разности потенциалов, 
что облегчает моделирование начального этапа 
развития стримеров в воде [5]. Конечные             
характеристики пробоя воды, после замыкания 
электродов лидером, могут служить начальными 
условиями для моделирования активной стадии 
разряда, однако их определение затрудняется 
стохастическим характером формирования  
стримеров и лидеров в воде, особенно на заклю-
чительной стадии пробоя [1, 4]. По этой причине 
для моделирования активной стадии разряда  
используют приближенные величины начальных 
условий, определяемые на основе эмпирических 
данных и, как правило, в малой степени согласо-
ванные между собой. 

Существуют два основных подхода к модели-
рованию активной стадии разряда. В первом из 
них не рассматривают процессы в разрядном 
контуре, а используют зависимость мощности 
ввода энергии в канал разряда от времени,       
определяемую по эмпирическим данным на           

основе измерения напряжения и силы тока в           
канале разряда [1, 7, 9–14]. В этом случае необ-
ходимо задать начальный радиус канала разряда 
и скорость движения его границы. Как правило, 
эти величины определяют по изображениям 
движения границы канала, полученным с              
помощью высокоскоростной фотосъемки во 
время разряда. Такой подход является полуэмпи-
рическим и не позволяет исследовать процессы в 
разрядном контуре и плазме, заполняющей канал 
разряда. 

Второй способ математического моделиро-
вания электрического разряда в воде не требует 
предварительных экспериментальных исследо-
ваний, так как в систему уравнений математи-
ческой модели включены уравнения, определя-
ющие процессы в разрядном контуре и плазме, 
заполняющей канал разряда [2, 3, 6, 8, 15–17]. 
Такой подход расширяет возможности матема-
тического моделирования разряда, но требует 
определения большего количества начальных 
условий и более тщательного согласования их 
между собой. Степень корректности их задания 
определяли по соответствию результатов мате-
матического моделирования экспериментальным 
данным. В наибольшей степени задание               
начальных условий влияет на определение             
изменения напряжения между электродами в 
процессе разряда, что было отмечено в                  
работе [2]. Основным признаком некорректного 
задания начальных условий служит существенно 
немонотонное изменение напряжения между 
электродами на начальном этапе его                    
уменьшения. 

_____________________________________________________________________________
 Косенков В.М., Электронная обработка материалов, 2020, 56(2), 21–27.  
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В ряде работ [1, 2, 4] определено, что влияние 
начальных условий активной стадии разряда в 
воде с течением времени уменьшается, что        
определяется автомодельностью процесса           
электрического разряда, однако в начале разряда 
погрешность результатов моделирования может 
быть неприемлемо большой. Учитывая, что в 
начале активной стадии разряда характеристики 
плазмы изменяются в наибольшей степени,           
требования к корректности задания начальных 
условий возрастают. Это определяет актуаль-
ность дальнейших исследований способов           
задания начальных условий. 

В связи с этим цель данной работы состоит в 
определении метода задания и согласования                   
начальных условий для моделирования активной 
стадии электрического разряда в воде. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

В работе [17] приведено описание математи-
ческой модели электрического разряда в воде, 
учитывающей процессы в разрядном контуре, 
канале разряда и окружающей его жидкости,  
заполняющей замкнутую разрядную камеру           
цилиндрической формы. 

В этой модели использовали систему пяти 
уравнений, характеризующую свойства плазмы в               
канале разряда. Активное сопротивление канала 
разряда определяли по формуле: 
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где ch – удельная электропроводность плазмы в 
канале разряда, См/м; Sch (z) – площадь               
поперечного сечения канала разряда в зависи-
мости от осевой координаты z, м2;                        
lch = Achl – длина канала разряда, м;                               
l – расстояние между электродами, м;                     
Аch – коэффициент, учитывающий отличие длины 
канала разряда от расстояния между электродами 
[4, 17]. 

Удельную электропроводность плотной             
неидеальной плазмы можно определить по           
формуле, полученной на основе приближенного 
решения кинетического уравнения Больцмана 
[18]: 
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где Aea – эмпирический коэффициент; Т – темпе-
ратура плазмы, К; ne – концентрация электронов, 
1/м3, n0 – концентрация атомов, 1/м3;                            
k = 1,38064852·10-23 Дж/К – постоянная                 
Больцмана; е = 1,60217662·10-19 Кл – заряд            

электрона; me = 9,10938356·10-31 кг – масса           
электрона; QeO – эффективное сечение                    
рассеяния электрона на атоме кислорода, м2;                
QeН – эффективное сечение рассеяния электрона 
на атоме водорода, м2; Qi – эффективное сечение 
рассеяния электрона на однозарядных ионах, м2: 
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Величина Qi может быть определена по            
формуле [18]: 
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а QeО и QeН – по формуле [19]: 
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где a = a0/Z
1/3 – радиус атома, м;                    

а0 = 0,528·10-10 м – боровский радиус;                    
Z – атомный номер элемента;                    
ε0 = 8,85418782·10-12 Ф/м – электрическая                 
постоянная; ħ = 1,0545718·10−34 Дж·с – редуци-
рованная  постоянная Планка; emTku /3  – 

средняя скорость атома, м/с. 
Концентрацию нейтральных частиц в канале 

можно определить из затрат энергии на                  
испарение одной молекулы воды и ее диссо-
циации на молекулы кислорода и водорода [1]: 
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где σSB = 5,670373·10−8 Вт·м−2·К−4 – постоянная 
Стефана-Больцмана; Sc – площадь поверхности              
канала, м2; Dm = 4,77·10-19 Дж – энергия нагрева и 
испарения одной молекулы воды, а также ее  
диссоциации на молекулы кислорода и                   
водорода [1]; 2πc c chV R l    – объем канала              

разряда, м3; Rс – радиус канала разряда, м. 
Концентрацию электронов в условиях иони-

зационного равновесия в плазме, заполняющей 
канал разряда в воде, можно определить с               
помощью уравнения Саха, которое при                    
однократной ионизации атомов упрощается к 
виду [1, 20]: 
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где ε = 21,7·10–19 Дж – энергия ионизации атома 
водорода (21,81924·10–19 Дж – энергия                    
ионизации атома кислорода); Λ – длина волны де 
Бройля, м: 

22 



 

2

;
2π e

h

m k T
 

  
                           (9) 

 

me = 9,10938356·10-31 кг – масса электрона;              
h = 6,62606·10-34 Дж·с – постоянная Планка;           
g1 – статистический вес иона при однократной 
ионизации атома; g0 – статистический вес атома. 
Отношение g1/g0 для кислородно-водородной 
плазмы, образовавшейся в результате электри-
ческого разряда в воде, близко к 1 [1, 3]. 

Свойства плазмы в канале разряда в воде 
близки к идеальному газу [1, 3], уравнение                
состояния которого 
 

0( ) ,ch ep n n k T                      (10) 
 

где pch – давление плазмы в канале разряда, Па. 
Неизвестными являются семь величин Rch, Rc, 

ch, n0, ne, T и pch. То есть две из них должны 
быть заданы как параметры. Основная задача 
данной работы состоит в разработке метода 
определения этих величин в начале активной 
стадии электрического разряда в воде. 

 

МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 

Начальная величина радиуса канала разряда 
Rc принимает значения в интервале от 0,1 до 
0,9 мм в зависимости от длительности пробоя 
слоя воды между электродами и параметров  
разрядного контура [4]. Его удобно выбрать в 
качестве первого произвольного параметра. 

Учитывая, что в начальный момент времени 
канал разряда задан в виде прямого кругового                    
цилиндра длиной lch и площадью поперечного 
сечения 2πch cS R  , уравнение (1) можно               

упростить: 
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В начале активной стадии разряда ne << n0,   
тогда   0 и ()  1,13, а уравнение (2)            
приобретает вид: 
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Преобразуем уравнение (8) к виду: 
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подставим его в (12) и выполним преобразо-
вания: 
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Из уравнения (13) определим n0: 
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Выберем в качестве второго произвольного 
параметра Rch, тогда из (11) получим: 
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Представим ne из уравнения (14) в явном              
виде: 
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Используя формулу (6), определим: 
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где AeH и AeO – эмпирические коэффициенты; 
2 4 4 2

3 0 0π / (4 π ε ) .eC m a e        

Вычислим производные в уравнении (7) и 
преобразуем его к виду: 
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Скорость изменения объема канала разряда 
определяется формулой: 
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Скорость поверхности канала 
dt

dRc  определим, 

используя соотношение на фронте слабой              
ударной волны [21]: 
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Рис. 1. Зависимость скорости изменения температуры плазмы (dT/dt) в канале разряда в воде от ее начальной                          
температуры. 

 
Рис. 2. Изменение напряжения между электродами и силы тока в начале активной стадии электрического разряда в воде при 
разных величинах dT/dt. Напряжение: 1 – эксперимент [17]; 2 – расчет (27,4 К/мкс); 3 – расчет (0 К/мкс); 4 – расчет                    
(–43 К/мкс); 5 – расчет (–117 К/мкс). Сила тока: 6 – эксперимент [17]; 7 – расчет (27,4 К/мкс); 8 – расчет (–117 К/мкс). 
 

Величину pch получим из (10) и подставим               
в (22): 
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тогда (21) примет вид: 
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В уравнении (20) неопределенной величиной 

остается 
dt

dТ . Задавая величину 
dt

dТ

 
из условия 

наилучшего согласования с экспериментальными 
данными, можно определить Т, решая алгебраи-
ческое уравнение (20) с помощью метода          
итераций. 

Процедура определения начальных величин 
ch, n0, ne, T и pch состоит из следующей последо-
вательности действий. 

1. Задать начальные величины Rch, Rc и            
определить ch по формуле (16). 

2. Задать интервал возможных значений Т и 
шаг ее изменения в пределах этого интервала. 

3. Выполнить табуляцию 
dt

dТ  при заданных 

значениях Т, определяя начальные величины QeH, 

QeO, ne, n0, pch и 
dt

dVc  по формулам (10), (15), 

(17)–(19) и (24) и используя их для вычисления 

dt

dТ  по формуле (20). 

4. В полученной таблице данных выбрать          
интервал, в котором находится заданное               

значение 
dt

dТ  и определить соответствующие ей 

величины ch, n0, ne, T и pch с помощью интерпо-
ляции. 
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Рис. 3. Характеристики плазмы и канала электрического разряда в воде при разных величинах dT/dt: (а) – концентрация 
нейтральных частиц (2, 3) и электронов (2е, 3е); (б) – температура плазмы (2-Т, 3-Т), давление плазмы (2-Р, 3-Р);                         
(в) – удельная электропроводность плазмы; (г) – сопротивление канала разряда; (д) – степень ионизации плазмы (di);                        
(е) – радиус канала разряда; 1 – эксперимент [17]; 2, 2е, 2-Т, 2-Р – расчет (–43 К/мкс); 3, 3е, 3-Т, 3-Р – расчет (–117 К/мкс).  
 

Полученные таким образом начальные           
величины ch, n0, ne, T и pch будут согласованы 
между собой, а не выбраны приближенно, как 
это вынуждены были делать в предыдущих            
исследованиях [1, 7, 9–14]. Сочетание их                

значений зависит от Rch, Rc и 
dt

dТ , величины           

которых можно  определить из условия  согласо- 

вания результатов математического моделиро-
вания с известными экспериментальными               
данными.  

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
 

Эффективность разработанного метода              
определения начальных условий проверили на 
примере   электрического  разряда  в  воде,  когда  
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Рис. 4. Изменение напряжения между электродами в   
начале электрического разряда в воде при разных   
величинах Rch, когда dT/dt = –117 К/мкс; 1 – эксперимент 
[17]; 2 – расчет Rch = 500 Ом; 3 – расчет Rch = 1000 Ом.

Рис. 5. Изменение напряжения между электродами в   
начале электрического разряда в воде при разных   
величинах Rc, когда dT/dt = –117 К/мкс; 1 – эксперимент 
[17]; 2 – расчет (Rc = 0,4 мм); 3 – расчет (Rc = 0,9 мм).

 

емкость конденсаторной батареи (С) равна                  
10 мкФ, индуктивность разрядной цепи (L) –            
10 мкГн, напряжение заряда батареи (U0) –               
44 кВ, активное сопротивление элементов       
разрядного контура без канала разряда (Rsh) – 
0,09 Ом, расстояние между электродами             
(l) – 30 мм [17]. Инициирование разряда выпол-
нялось  пробоем  слоя  воды  между электродами 
после приложения к ним разности потен-                
циалов U0. 

Используя предложенный метод, вычислим 

dt

dТ  в интервале изменения Т от 8500 до 10500 К 

при заданных величинах Rch = 1000 Ом и                   
Rc = 0,9 мм (рис. 1). На этом интервале Т          

величина 
dt

dТ  изменяет знак с положительного                  

(27,4 К/мкс) на отрицательный (–117 К/мкс) при 
увеличении Т, а начальное давление в канале 
разряда pch увеличивается от 2,47 до 121 МПа.  
На рис. 2 приведены зависимости изменения 
напряжения между электродами и силы тока от 
времени в начале электрического разряда в воде, 
полученные экспериментально [17] (линия 1) и с 
помощью математической модели [17] при            

различных начальных величинах 
dt

dТ : 27,4 К/мкс 

(линия 2), 0 К/мкс (линия 3), –43 К/мкс (линия 4),            
–117 К/мкс (линия 5) и соответствующим им           
величинам Т и pch. Из рис. 2 следует, что при              

уменьшении 
dt

dТ  линии, полученные в результате 

математического моделирования, приближаются 

к экспериментальной линии 1. Когда 
dt

dТ

 
> 0 

(линия 2) наблюдается немонотонное изменение 
напряжения между электродами (U), которое не 
согласуется с измеренным экспериментально, в 

отличие от 
dt

dТ < 0 (линия 4) и (линия 5),                

удовлетворительно соответствующих экспери-

ментальной линии 1, что позволяет утверждать 
об отрицательной скорости изменения темпера-
туры плазмы перед началом активной стадии 
разряда. Это не противоречит физическим             
представлениям о начальной стадии разряда, так 
как лидер перед началом активной стадии              
разряда продолжает расширяться за счет            
избыточного давления плазмы в нем, а поступа-
ющая в него энергия конденсаторной батареи 
мала, поэтому уменьшаются давление плазмы и 

ее температура. Линия 3 (когда 
dt

dТ = 0) занимает 

промежуточное положение между монотонным и 
немонотонным изменением напряжения. 
Начальные условия в существенно меньшей               
степени влияют на изменение силы тока в            
канале, поэтому линии, полученные в результате 
моделирования и эксперимента, согласовывались 
между собой по совмещению начала линий силы 
тока. 

При всех начальных условиях, приблизи-
тельно через 10 мкс после начала модели-
рования, все линии напряжения практически 
совпадают друг с другом, вследствие автомо-
дельности процесса разряда в воде. Аналогич-
ным образом к этому времени согласуются   
между собой и остальные характеристики            
плазмы, определенные в результате математи-
ческого моделирования (рис. 3). Однако даже 

при больших отрицательных величинах 
dt

dТ , при 

которых получены линии 4 и 5, показанные на              
рис. 2, наблюдаются заметные отличия характе-
ристик плазмы в начале активной стадии разряда        

(рис. 3). Уменьшение 
dt

dТ  приводит к увели-

чению промежутка времени от начала моделиро-
вания с заданными начальными условиями до 
активной стадии разряда от 0,5 до 9,5 мкс при 
рассмотренных параметрах разряда. За это время 
величина Rc существенно изменяется (рис. 3е) по 
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сравнению с заданными начальными значениями 
n0 и ne (рис. 3а), Т и pch (рис. 3б). 

Уменьшение начальной величины Rch до 
500 Ом, при фиксированных значениях                                    
dT

dt
= –117 К/мкс и Rc = 0,9 мм, влияет на              

изменение характеристик разряда (рис. 4), а           
величина Rch, большая 1000 Ом, не приводит к их 
существенным изменениям. 

Уменьшение величины начального радиуса 
канала разряда Rc от 0,9 до 0,4 мм, при                                  

Rch = 1000 Ом и dT

dt
= –117 К/мкс, приводит к 

намного большим изменениям характеристик 
разряда, чем уменьшение Rch до 500 Ом (рис. 5).  

Приведенные примеры выбора начальных 
условий разряда показывают, что при рассмот-
ренных параметрах разрядного контура               
необходимо задавать величины Rch > 1000 Ом,           

Rc  0,9 мм и dT

dt
 –120 К/мкс, обеспечивающие 

приемлемое согласование результатов математи-
ческого моделирования начального этапа                 
активной стадии разряда в воде с данными             
экспериментов. Учитывая, что в математической 
модели разряда использованы такие же соотно-
шения, как и при определении начальных              
значений его характеристик, достаточно                
определить с помощью предложенного метода                
начальные величины температуры Т и давления 
pch плазмы, а остальные характеристики (ch, n0 и 
ne) будут вычислены в процессе математического 
моделирования. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Представленная работа является сущест-
венным дополнением и развитием работ [15, 17]. 
В ней разработан метод определения начальных 
величин характеристик плазмы в канале разряда 
в воде, используемых в качестве начальных 
условий активной стадии разряда при его            
математическом моделировании. Определено 
влияние величин трех произвольных начальных 
параметров канала разряда Rc, разрядной цепи 
Rch и скорости изменения температуры плазмы 
dT

dt
на результаты моделирования электри-

ческого разряда в воде, и предложены рекомен-
дации по их выбору. Полученные соотношения 
позволили существенно повысить адекватность 
математической модели [15, 17] физическим 
процессам разряда в воде на начальной стадии 
его моделирования. 
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Summary  
 

In the present paper, the problem of determining the 
initial conditions that ensure the uniqueness of mathe-
matical modeling of an electric discharge in water is         
formulated and solved. A method has been developed to 
determine the initial values of the discharge characte-
ristics, ensuring their agreement with each other.                   
The efficiency of the method is demonstrated by an           
example of an electric discharge in water, for which          
experimental data are known. The influence of arbitrary 
parameters of the electric discharge system on the results 
of its mathematical modeling is determined.                 
The study made it possible to significantly improve the 
adequacy of the previously developed mathematical  
model to the physical processes of discharge in water at 
its initial stage. 
 

Keywords: electric discharge in water, mathematical 
modeling, initial discharge conditions, the specific electric              
conductivity of the plasma, the resistance of the discharge 
channel 
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