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Аналитическим путем выводится критерий реализации неустойчивости заряженной капли, не-
подвижной в суперпозиции гравитационного и однородного электростатического полей. 
Найдено аналитическое выражение для связи критического значения параметра Рэлея и соот-
ветствующего заряду критического значения параметра Тейлора. Обнаружено, что использова-
ние подвеса для проверки критерия Рэлея принципиально не может дать точной величины кри-
терия.   
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Поскольку с заряженной каплей приходится 
встречаться в технике, технологии, академиче-
ском знании и точном приборостроении, вывод 
критических условий реализации её неустойчи-
вости во внешнем электростатическом поле 
представляется актуальным. Но если для уеди-
нённой сферической капли критерий её неустой-
чивости относительно легко и строго теоретиче-
ски выводится, то уже для незаряженной капли в 
однородном электростатическом поле, в котором 
её форма близка к вытянутому по полю сфероиду, 
приходится сталкиваться с трудностями теорети-
ческого анализа. Эти трудности обусловлены тем, 
что распределение заряда и электростатического 
давления по поверхности сфероидальной капли 
неоднородно. Выводу аналитического критерия 
неустойчивости заряженной капли в электроста-
тическом поле и посвящена эта работа. 

 

1. ЗАРЯЖЕННАЯ СФЕРИЧЕСКАЯ КАПЛЯ 
 

Ещё в позапрошлом веке Рэлей теоретиче-
ски вывел критерий электростатической не-
устойчивости сильно заряженной сферической 
капли [1]. Это изложение было столь компакт-
ным, а значение столь велико, что спустя во-
семьдесят лет его расчёты были восстановле-
ны более подробно [2]. Критерий Рэлея  имеет 
вид 
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где W – безразмерный параметр, характеризу-
ющий устойчивость капли по отношению к соб-
ственному заряду; Q и R – заряд и радиус капли 
соответственно;  – коэффициент поверхност-
ного натяжения жидкости, образующей каплю. 

Этот критерий неоднократно проверялся [3–9] 
и всегда подтверждался с точностью до процен-
тов. Физические закономерности реализации не-
устойчивости Рэлея детально разобраны в отно-
сительно недавних публикациях [10, 11]. 

Переходя к поверхностной плотности заряда, 
для её критической величины получим  
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В безразмерных переменных, где за основ-
ные единицы взяты R =  =  = 1, а  – плот-
ность жидкости (см. далее), этот критерий пере-
пишется в виде 
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Потребовав, чтобы отношение электростати-
ческого давления в капле к капиллярному было 
не менее единицы, получим 
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Имеем такое же значение, как и в предыду-
щем расчете. 

 

2. НЕЗАРЯЖЕННАЯ КАПЛЯ В ОДНОРОДНОМ 
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

 

Проблема выяснения физических закономер-
ностей реализации неустойчивости незаряжен-
ной капли в однородном электростатическом по-

____________________________________________________________________________________ 
 Григорьев А.И., Ширяева С.О., Электронная обработка материалов, 2015, 51(3), 44–50.   
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ле, по первоначальным впечатлениям мало отли-
чающаяся от проблемы неустойчивости сильно 
заряженной капли, в реальности оказалась весь-
ма сложной. Она рассматривалась многими ис-
следователями как экспериментально, так и тео-
ретически [12–22]. Но дело осложнилось тем, что 
капля в однородном электростатическом поле 
принимает равновесную форму, близкую к вытя-
нутому по полю сфероиду [15, 16, 23–25]. Во 
всяком случае, в линейном приближении по 
квадрату эксцентриситета капля имеет такую 
форму [14–18, 25]. Отличия от сфероидальности 
проявляются лишь в более высоких порядках 
малости. Капиллярные осцилляции сфероидаль-
ной капли  и поле скоростей в ней рассчитыва-
лись в [26–28]. 

Распределение индуцированного заряда по 
поверхности сфероидальной капли является не-
однородным. Поэтому теоретическое определе-
ние критических условий реализации неустойчи-
вости становится весьма сложным. Остаются две 
возможности анализа: численный расчёт и экс-
перимент. И в том и другом случае критерии не-
устойчивости получаются в виде нестрогого не-
равенства некоторого безразмерного комплекса 
подобия (составленного из соображений размер-
ности) какому-либо числу с несколькими деся-
тичными знаками после запятой, разному в раз-
личных экспериментах или расчетах, при нали-
чии существенной погрешности измерений или 
расчётов  соответственно.  

При неоднородном распределении заряда 
можно говорить только о локальном значении 
плотности поверхностного заряда в малой 
окрестности вершин сфероида, где реализуется 
неустойчивость. Говоря о средней по площади 
сфероида поверхностной плотности заряда, мож-
но a priory предположить, что она получится 
меньше, чем в известных ситуациях с однород-
ным распределением заряда. Точнее, при усред-
нении по всей поверхности сфероида она должна 
равняться нулю, потому что знак заряда на раз-
личных половинках сфероида различен, а сами 
заряды равны по величине. Можно, конечно, 
усреднить по разноимённо заряженным поло-
винкам поверхности сфероида по отдельности, 
но это будет излишне.  

Экспериментально установлено [15], что кри-
терий электростатической неустойчивости сфе-
рической капли радиуса R, помещённой в одно-
родное электростатическое поле напряжённо-
стью E0, имеет вид 
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Численным расчётом это значение в пределах 
погрешности подтверждено. Вернее, в числен-
ном расчёте Тейлор [15] получил значение                 

2 = 2,62, что практически совпадает в пределах 
погрешности с (1).  

Приравнивая единице отношение электроста-
тического и капиллярного давлений на вершинах 
вытянутой сфероидальной капли, найдём крите-
рий реализации неустойчивости капли в электро-
статическом поле. Учитываем, что капиллярное 
давление на вершинах сфероида определяется 
выражением 2/Rkr, где Rkr  (b2/a) – радиус кри-
визны [29] (стр. 319), a и b – большая и меньшая  
полуоси сфероида: a = R(1 – e2)-1/3, b = R(1 – e2)1/6. 
В итоге получаем 
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Чтобы найти электростатическое давление на 
вершинах сфероида в однородном электростати-
ческом поле, учтём, что распределение плотно-
сти индуцированного заряда на поверхности 
трёхосного эллипсоида определяется выражени-
ем [30, стр. 45]: 
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Выражение для произведения эллипсоидаль-
ных координат записывается в виде [30, стр. 41]: 
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На вершине сфероида y  0,  z  0 и, следова-
тельно,  
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При b = c получим 
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как и должно быть, ибо комбинация 2
ξ 0

ζη

b x

a

  

определяет единичный нормальный вектор к по-
верхности эллипсоида, в нашем случае – в его 
вершине, где он коллинеарен оси ОХ.  

Учитывая (3) и принимая во внимание, что 
напряженность поля у заряженной поверхности 
связана с поверхностной плотностью заряда  на 
нем соотношением E  4, электростатическое 
давление индуцированного заряда PE на верши-
нах сфероида запишем по известной формуле в 
виде 
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Находя отношение электростатического дав-
ления (4) к капиллярному (2) и приравнивая это 
отношение единице, получим 
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Учитывая, что критерий электростатической не-
устойчивости сферической капли радиуса R, по-
мещённой в однородное электростатическое по-
ле напряжённостью E0, определяется выражени-
ем (1), обозначим безразмерную комбинацию 

2
0 σE R  той же буквой , что и (1), и перепишем 

(5) в виде 
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Эксцентриситет сфероида связан с величиной 
безразмерного параметра  соотношением [15]: 
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Во введенных безразмерных переменных   
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Учитывая это обстоятельство, соотношение (5) 
перепишем в виде  
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Получается трансцендентное уравнение отно-
сительно безразмерного параметра .  

Введем формальное обозначение:  
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На рис. 1  кривой 1 нанесем зависимость от 
параметра 2 функции 
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а прямой 2  
f = 2.  

 

Точка пересечения на рис. 1 зависимостей 1 и 
2 и даст графическое решение (6). 

Из рис. 1а получим критическое для реализа-
ции электростатической неустойчивости сфери-
ческой капли в однородном электростатическом 
поле значение параметра . Как видно из рис. 1а, 
критическое значение параметра 2 равно  4. 
Это слишком большое значение. Из эксперимен-
та известно, что критическое значение 2  2,59 
[15]. Чтобы получить такое значение параметра 
2, следует отношение давлений приравнять не 
единице, а 11/21. В этом случае уравнение (6) 
примет вид  
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а критическое значение параметра 2 определит-
ся из графического решения (7) аналогично 
предыдущему случаю, что проиллюстрировано 
рис. 1б. Оно полностью совпадает с (1), но в от-
личие от (1) выведено теоретически.  

В последние годы задача расчёта формы неза-
ряженной капли и проблема устойчивости n-й 
моды её осцилляций в однородном и неоднород-
ных электростатических полях неоднократно 
решались теоретически [31–35]. В частности, 
было показано, что с бесконечным ростом номе-
ра моды критерий устойчивости  стремится к 
конечному значению [32–35], а не к бесконечно-
сти, как в случае заряженной капли [1–2]. 

 

3. ЗАРЯЖЕННАЯ КАПЛЯ В ОДНОРОДНОМ 
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

 

В случае заряженной капли задача не стано-
вится легче: равновесная форма такой капли в 
общем случае становится грушевидной, но в ли-
нейном по квадрату эксцентриситета приближе-
нии её можно считать сфероидальной [36]. Тем 
не менее, расчёт электростатического давления 
становится более громоздким, оно начинает за-
висеть и от величины напряжённости внешнего 
поля, и от величины собственного заряда. Эта 
проблема, так же как и в предыдущем случае не-
заряженной капли в электростатическом поле, 
рассматривалась многими исследователями как 
теоретически, так и экспериментально в одно-
родных и неоднородных электростатических по-
лях [36–45]. Основной результат – это критиче-
ское соотношение между параметрами W и , 
полученное теоретически в сфероидальном приб- 
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(а) (б) 
 

Рис. 1. Графическое решение: (а) – уравнения (6); (б) – уравнения (7). 
 

лижении путем помодового анализа [36] для од-
нородного электростатического поля, имеющее 
вид 
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где квадрат эксцентриситета сфероида e2 опреде-
ляется выражением [36]: 
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В соотношении (8) интересно то, что его экспе-
риментальная проверка возможна для двух край-
них положений: сильно заряженной капли в от-
сутствие поля и незаряженной капли в однород-
ном электростатическом поле. Для промежуточ-
ных значений, конечно, тоже можно предпри-
нять экспериментальную проверку, но никто та-
кой задачи перед собой не ставил. Выражение (8) 
было получено для ситуации W 2 << 1, и привяз-
ка к состоянию W 2  1 производилась искус-
ственно. В этой связи соотношение (8) справед-
ливо условно. 

Всё нижеследующее рассмотрение проведём в 
системе отсчёта, связанной с центром масс капли. 
Следует отметить, что центр масс заряженной 
капли в однородном электростатическом поле 
будет равноускоренно двигаться по полю (счита-
ем для определённости, что заряд капли положи-
телен), и для рассмотрения проблемы в выбран-
ной неинерциальной системе координат следует 
ввести силу инерции. Но проще подвесить заря-
женную каплю в суперпозиции коллинеарных, 
но противоположно направленных гравитацион-
ного и электростатического полей и потребовать, 
чтобы её центр масс был неподвижен. Это тре-
бование связывает ускорение поля сил тяжести 
g


 с ускорением движения центра масс капли 
соотношением 
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В связи с вышесказанным давление сил тяже-
сти Pg, вытекающее из принятого условия          

несжимаемости её жидкости (и общего выраже-
ния для давления, появляющегося при интегри-
ровании уравнения Навье-Стокса), в верхней 
точке, на половинке капли, имеющей знак, одно-
имённый с собственным зарядом капли, примет 
вид 

2 1/3
ρ ρ ,

(1 )
g

R
P ga g

e
   


 

где a – большая полуось сфероида. 
Выпишем теперь выражение для поверхност-

ной плотности заряда на вершинах заряженного 
трёхосного сфероида [30, стр. 41], имея в виду 
определение электростатического давления соб-
ственного заряда капли:  

2 2 2 1/3
.

4π 4π (1 )
q

Q Q

b R e
  


 

Суммируя это выражение с поверхностной плот-
ностью e индуцированного в электростатиче-
ском поле заряда на вершине сфероида (3), полу-
чим полную плотность заряда на вершинах заря-
женного сфероида во внешнем электростатиче-
ском поле: 
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2 2 1/3 2
.

4π4π (1 ) (1 )(Arth )

EQ e

R e e e e
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Знак плюс соответствует ситуации, когда знак 
собственного заряда совпадает с индуцирован-
ным зарядом, а знак минус – когда не совпадает. 
Поскольку нас интересуют критические условия 
реализации неустойчивости, не будем рассмат-
ривать ситуацию с разноимёнными зарядами: 
ясно, что неустойчивость реализуется на том 
конце сфероида, где знаки зарядов одинаковы. 
Найдём электростатическое давление на конце 
сфероида, где заряды складываются. Получим 

23
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2 2 1/3 2
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e

EQ e
P

R e e e e

 
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Найдём теперь отношение суммы этого давления 
и гравитационного (заменяя ускорение поля сил 
тяжести из условия неподвижности капли (9)) к 
капиллярному давлению на вершине сфероида, 
определяющемуся (2), и приравняем единице:  
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В терминах безразмерных параметров W и , 
выделяя в (10) безразмерные параметры W и  и 
приравнивая вес капли силе, действующей со 
стороны поля на заряд (чтобы обеспечить непо-
движность центра масс), получим 

2g 3σ πρ ,W R  перепишем (10) в виде 
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где эксцентриситет заряженной сфероидальной 
(согласно принятому в данной работе, см. [36]) 
капли в электростатическом поле определяется 
выражением 
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3
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4 π(1 )
e

W


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Чтобы согласовать (11) с экспериментальными 
данными для незаряженной капли в однородном 
электростатическом поле, добавим в последнее 
слагаемое (11) множитель 11/21, то есть перепи-
шем это выражение в виде 
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Рис. 2. Взаимозависимость между зарядовым и полевым 
безразмерными параметрами, иллюстрирующая соотно-
шение (12).  

 

На рис. 2 приведена критическая зависимость 
между параметрами W 2 и 2, построенная по 
выражению (12). Она согласуется с найденной в 
[36] зависимостью (8) и совпадает с ней в край-
них точках. В промежуточных состояниях эта 
зависимость отличается от (8) не более чем на 
двадцать процентов. Это представляется прием-

лемым результатом. С учетом приближённости 
проведенного расчёта, который основывался на 
качественных соображениях. Достоинством про-
веденного расчёта является то, что критическая 
зависимость (12) получена в аналитическом виде 
с использованием лишь одного подгоночного 
параметра:11/21. 

Следует отметить, что зависимость (12)            
(см. также рис. 2) означает принципиальное 
ограничение на величину параметра Рэлея, изме-
ряемого с помощью электростатического подвеса 
(или электродинамического). В самом деле, для 
того чтобы заряженная капля висела в гравита-
ционном поле, напряженность электростатиче-
ского поля должна быть отлична от нуля. А это 
приводит к тому, что заряд на капле должен быть 
меньше критического по Рэлею так, чтобы вы-
полнялось соотношение (12). Кроме того, из (12) 
следует, что в возможных экспериментах по 
уточнению критерия Рэлея разумно уменьшать 
экспериментальную погрешность измерений 
лишь до определенной величины, которая зада-
ется ошибкой, связанной с использованием под-
веса (разностью между теоретически предска-
занным значением критерия Рэлея и измеряемой 
его величиной). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 Из качественных соображений выведены 
аналитические выражения критерия неустойчи-
вости для незаряженной и заряженной капель в 
однородном электростатическом поле, когда 
равновесная форма капли в линейном приближе-
нии по квадрату эксцентриситета сфероидальная, 
а распределение плотности поверхностного за-
ряда (как собственного, так и поляризационного) 
неоднородно.  
 

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 
№ 14-01-00170-а и 14-08-00240-а. 
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Summary  
 

The criterion of realization of instability of a charged 
drop, motionless in the superposition of gravitational and 
uniform electrostatic fields is derived in the analytical 
way. An analytical expression is found for the connection 
of the critical values of the Rayleigh parameter and the 
Taylor parameter, corresponding to the charge. It is 
revealed that the suspension when used to check the 
Rayleigh criterion cannot, in essence, give the exact size 
of the criterion.  
 

 Keywords: spheroidal drop, charge, electrostatic 
field, electrostatic suspension, criterion of instability. 
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