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При решении задачи о нелинейных осесимметричных капиллярных колебаниях заряженной 
капли в третьем порядке малости при  произвольной одномодовой начальной деформации ее равно-
весной формы  найдена поправка к частоте осцилляций  изначально  возбужденной моды, имеющая 
второй порядок малости, увеличивающаяся  с ростом  номера моды и величины собственного заряда 
капли. 

Задача об исследовании нелинейных осцилляций заряженной капли представляет значитель-
ный интерес в связи с многочисленными академическими, техническими и технологическими прило-
жениями. В связи с этим она неоднократно решалась в постановках различной сложности и строгости 
(см., например, [1  7] и указанную там литературу). Тем не  менее, ни в одном из проведенных ис-
следований не были получены корректные нелинейные поправки к частоте осцилляций. Следует от-
метить,  что в [1, 2] такие поправки для трех первых  мод  капиллярных  осцилляций капли рассчиты-
вались, но приведенные в этих  статьях  выражения  для поправок ошибочны. В работе [2] была 
предпринята попытка устранить ошибку [1], но аналитические выражения [2] для поправок содержат 
описки, сводящие на нет эффективность исправлений.   

Пусть несущая заряд Q капля  радиуса  R  идеальной  несжимаемой жидкости с плотностью ρ 
и коэффициентом поверхностного натяжения σ совершает осесимметричные осцилляции в окрестно-
сти равновесной  сферической формы. Начальную деформацию равновесной  сферической  формы 
зададим в виде виртуального возбуждения m-й моды линейных капиллярных осцилляций:  
ε (cos )mP  , осуществляющихся с частотой m, где  cosmP  есть полином Лежандра порядка m.  Бу-

дем искать выражение для образующей формы колеблющейся капли в любой момент времени,  имея 
целью получить поправки к форме третьего порядка малости по ε и нелинейные поправки к частоте 
осцилляций. Решение проведем в сферической системе координат, связанной с центром масс капли. 

Математическая формулировка обсуждаемой задачи и ее решение методом многих масшта-
бов полностью эквивалентны использовавшимся ранее [3  7], и здесь не станем их обсуждать в виду 
ограниченности объема статьи. Приведем сразу конечный результат: образующую нелинейно-
осциллирующей капли, выписанную с точностью до третьего порядка малости по амплитуде 
начальной деформации:  
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bm и  j
nM   весьма громоздкие коэффициенты, которые не будем приводить в виду ограниченности 

места, отметим  лишь,  что  их можно найти в [8]. В настоящем же изложении ограничимся анализом 
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последствий для устойчивости капли, связанных с появлением нелинейной  поправки к частоте ка-
пиллярных осцилляций, и графическим анализом зависимостей bm от величины собственного заряда 
капли (от величины параметра W).   

Из (1) видно, что частота колебаний поверхности капли изменяется на величину второго по-

рядка малости 2ε mb  по сравнению с  частотой линейных капиллярных колебаний m. В используе-

мом  третьем  приближении по  поправки к частотам 2ε mb  появляются лишь в слагаемых первого 

порядка малости.  
Добавка к частоте m, характеризуемая коэффициентом bm, отрицательна и увеличивается по 

абсолютной величине с ростом номера m изначально возбужденной моды и собственного электриче-
ского заряда капли Q, характеризуемого параметром W (см. рис. 1). Разрыв на кривых для четвертой 
и девятой мод (см. рис.1, б) связан с внутренними нелинейными резонансами, реализующимися уже 
во втором порядке малости [9].   

 
                                                     а                                                                        б 

Рис.1. Зависимость коэффициента bm, обезразмеренного на 3σ/ρR , от параметра W,   

характеризующего заряд капли. Номера у кривых совпадают с номерами возбужденных мод 

 
 

Рис.2. Зависимости от параметра W квадрата частоты основной моды, обезразмеренной на            
 /R3   с учетом нелинейной поправки (1); без учета нелинейной поправки (2) 

 

Нелинейное взаимодействие мод в задаче третьего порядка малости приводит к существен-
ному расширению спектра мод, вовлеченных в формирование рельефа поверхности капли. Так, при 
начальном возбуждении m-й моды в первом порядке малости возбуждается только m-я мода, во вто-
ром все четные с номерами от 0-й до моды с номером 2m включительно. В третьем же порядке мало-
сти, если m  четно, то возбуждаются четные моды от 0-й до моды с номером 3m включительно, если 
же m  нечетно, то в третьем порядке малости возбуждаются все нечетные от 1-й до моды с номером  
3m включительно.   

Наличие поправок к частотам приводит к изменению критических условий реализации не-
устойчивости m-й моды по отношению к собственному заряду капли, в линейном приближении по-
лученных Рэлеем [10]. По мере увеличения заряда капли (параметра W) квадрат частоты m-й моды 
снижается согласно (2) и при некотором значении обращается в нуль. Дальнейшее увеличение заряда 
приводит к тому, что квадрат частоты становится отрицательным, а сама частота мнимой. При этом 
амплитуда m-й моды начинает экспоненциально нарастать со временем, то есть мода становится не-
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устойчивой. Критическое условие реализации неустойчивости m-й моды с учетом нелинейной по-
правки можно записать в виде 

 
2 2 2 2 4( ε ) 2ε (ε ) 0.m m m m mb b           

 

Устойчивость капли как целого определится критическими условиями реализации неустойчи-
вости наиболее  легко  возбуждаемой  основной моды: m = 2. На рис. 2 приведены зависимости от 
параметра W квадрата частоты основной моды капли с учетом нелинейной поправки (кривая 1) и без 
ее учета (кривая 2). Легко видеть, что учет нелинейной поправки к частоте приводит к снижению 
критического для реализации неустойчивости значения параметра W. При амплитуде начального 
возмущения основной моды  = 0,1R критическое значение параметра Рэлея равно Wcr = 3,85 (напом-
ним, что линейная теория дает для критического значения параметра Рэлея W величину Wcr = 4 [10]). 
Остается отметить, что проведенная оценка снижения критического значения параметра W за счет 

нелинейного взаимодействия скорее качественная, чем количественная, поскольку при 2ε m mb     

нарушается равномерность разложения (1). 
Заключение. Учет поправок третьего порядка малости по амплитуде начального возмущения 

к амплитудам мод нелинейно-осциллирующей капли идеальной жидкости существенно расширяет 
спектр нелинейно возбуждающихся мод. Поправки к частотам осцилляций мод, рассчитанные в ис-
пользуемом третьем порядке малости, отрицательны, пропорциональны квадрату амплитуды началь-
ного возмущения и растут с увеличением номера моды и собственного заряда капли.  
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Summary 
 

At the solution of the problem of a nonlinear axial – symmetric at arbitrary single-mode initial de-
formation of its equilibrium shape a correction to frequency of oscillation of initially excitated mode, which 
has the second order of smallness and grows wits the increase of mode number and value of the charge of 
drop was found. The presence of non-linear correction leads to the decrease of critical conditions of charged 
drop instability.  
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