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1. Диспергирование жидкости. Явлению неустойчивости заряженной поверхности жидкости 
и ее электродиспергированию посвящено большое количество публикаций в связи с многочисленны-
ми академическими, техническими и технологическими приложениями, например обзоры [112], в 
которых проанализировано состояние исследований в различных сферах использования обсуждаемо-
го явления. Следует обратить внимание на широкое практическое использование феномена при по-
лучении порошков тугоплавких металлов, в химической технологии при распылении ядохимикатов и 
лакокрасочных материалов, горючего в реактивных двигателях в реактивной космической технике, 
электрокаплеструйной печати, также связано с разработкой новых средств масс-спектрометрического 
анализа нелетучих и термически нестабильных жидкостей.  

Несмотря на обилие теоретических и экспериментальных работ по изучению неустойчивости 
движущейся струи жидкости и дробления ее на отдельные капли, многое в физике происходящих 
процессов остается до сих пор невыясненным и по-прежнему привлекает внимание исследователей. 
Сказанное, в частности, относится к анализу устойчивости неосесимметричных мод осцилляций 
струи, и связано это с тем, что большая часть проведенных к настоящему времени исследований была 
направлена на получение потоков монодисперсных капель [9, 1316]. Тем не менее феномен распада 
на капли неосесимметричных струй, выбрасываемых с вершин свободно падающих капель [17] и ме-
нисков жидкости на торцах капилляров [1822], при реализации их неустойчивости по отношению к 
поверхностному заряду, давно известен. И только в последние годы было выполнено несколько работ 
по исследованию в линейном приближении устойчивости заряженных струй  относительно произ-
вольных неосесимметричных  возмущений [2325]. 

Наиболее интересные работы, выполненные в последнее время, ориентированы на исследова-
ние нелинейных эффектов, связанных с осцилляциями струй и дроблением их на капли (см., напри-
мер, [2641] и указанную там литературу). Однако лишь пять последних из перечисленных работ от-
носятся к нелинейным осцилляциям заряженной струи, остальные рассматривают нелинейные про-
блемы осцилляций и дробления незаряженных струй, что тем не менее важно, поскольку многие про-
блемы нелинейной устойчивости заряженных и незаряженных струй одинаковы, и пока в этом вопро-
се исследователи находятся на стадии накопления экспериментальных и теоретических данных.  

2. Линейная устойчивость цилиндрической струи. Впервые задача теоретического анали-
тического исследования устойчивости бесконечного цилиндрического столба жидкости под действи-
ем капиллярных сил была решена Рэлеем [4243]. В своих работах он опирался на эксперименталь-
ные исследования Савара [44], в которых подробно изучена феноменология распадающейся струи, в 
частности показано, что длина не распадающейся части струи зависит от вида начального возмуще-
ния. Было установлено, что струя жидкости, подверженная синусоидальному осесимметричному 
возмущению с длиной волны, превышающей длину окружности, ограничивающей сечение струи, 
неустойчива по отношению к этому возмущению, сама же неустойчивость возникает в результате 
действия капиллярных сил, а виртуально возникшее возмущение нарастает с течением времени. Рэ-
лей получил соотношение, связывающее скорость роста амплитуды волнового возмущения и его 
длину волны.  Как  оказалось,  время   от   момента   возникновения   возмущения до момента распада  
_______________________________________________________________________________________ 
 Григорьев А.И., Ширяева С.О., Воронина Н.В., Егорова Е.В., Электронная обработка материалов, 
2006, № 6, С. 1527.  
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струи на капли, вычисленное при помощи линейной теории, неплохо согласовывалось с результатами 
опытов [4246]. В рамках линейного по амплитуде возмущения теоретического анализа удалось вы-
яснить, что коротковолновые возмущения (kR>>1) на струе жидкости устойчивы и могут распростра-
няться вдоль струи в виде капиллярных волн. Однако они быстро затухают под действием имеющей-
ся в реальных условиях вязкости жидкости [45]. Длинноволновые же возмущения (kR<1) неустойчи-
вы, и при всех длинах волн, удовлетворяющих условию kR<1, реализуется капиллярная неустойчи-
вость струи, сопровождающаяся разбиением последней на капли. Максимальным инкрементом обла-
дают волны с длиной 

maxλ 9R  (
max 0, 7k R ). Величина инкремента неустойчивости при этом равна 

 1 23
maxα 0,97 σ 8ρR .  В итоге характерный размер капель, на которые распадается струя, определит-

ся соотношением 2 3 1 3
* max1,145 λD D . Подход Рэлея был распространен на случай вязкой жидкости в 

работах [45]. Выяснилось, что вязкость оказывает стабилизирующее действие на распад струи, а вяз-
кая диссипация внутри струи и вязкое трение на ее поверхности при истечении из насадка генератора 
приводят к изменению профиля скорости и возрастанию времени релаксации. Указанные явления 
совместно с более низким значением коэффициента поверхностного натяжения существенно увели-
чивают длину нераспавшейся части.  

Рассмотренная картина развития капиллярной неустойчивости, основанная на линейной тео-
рии осцилляций и распада струи, несмотря на успешное объяснение многих экспериментальных фак-
тов, не является исчерпывающей и должна быть обобщена с учетом внутренних течений в струе, эф-
фектов релаксации вязкости, заряда и коэффициента поверхностного натяжения, а также с учетом 
реальной нелинейности феномена. Кроме того, среди необходимых обобщений следует указать и на 
полуограниченность реальных струй [37, 4752]. Для истолкования расхождений теории и экспери-
ментальных данных было предложено несколько гипотез: динамическое воздействие окружающего 
воздуха на осесимметричные возмущения струи, увеличивающие давление в сужениях и уменьшение 
– на выпуклостях струи, что приводит к более быстрому росту возмущений [4546, 53]; влияние вяз-
кости окружающего воздуха [54]; изменение механизма распада струи – переход от осесимметрич-
ных возмущений к изгибным (изгибается ось струи) [5556]; переход к турбулентному режиму тече-
ния в струе [5758]; влияние релаксации начального профиля скорости в струе [5].  

Но наиболее важным в контексте данного обзора является исследование устойчивости струй 
по отношению к собственному или индуцированному электрическим зарядам, проведенное экспери-
ментальными и теоретическими средствами в [1819, 5972]. 

3. Заряженные струи. Еще на заре исследования электрических явлений Вильям Гилберт за-
метил, что капля воды на сухой подложке приобретает коническую (вершиной вверх) форму, если 
над ней на небольшом расстоянии поместить наэлектризованный кусок янтаря [72]. Как было показа-
но уже в наше время [73], при этом на свободной поверхности капельки появляется индуцированный 
электрический заряд и капля претерпевает неустойчивость: она деформируется к вытянутому сферо-
иду, на ее вершине формируется эмитирующий выступ, названный «конусом Тейлора», с вершины 
которого выбрасывается тоненькая струйка воды, распадающаяся на отдельные капельки. По-
видимому, первые наблюдения эмиссии струек жидкости, распадающихся на отдельные капельки, 
при электризации свободной поверхности жидкости связаны с работами одного из первых исследова-
телей электрических явлений аббата Ж. Нолле в середине восемнадцатого века [74]: он заметил, что 
если человека поместить на изолирующую подставку и подвергнуть электризации (с помощью со-
зданного О. Герике прообраза электрофорной машины), то из ранок и порезов на коже человека 
начинают бить очень тонкие струйки крови, распадающиеся на отдельные капли.  

Систематические исследования феномена электризации менисков жидкости на торце капил-
ляра, по которому жидкость подается в разрядную систему, сопровождающегося выбросом заряжен-
ных струй, распадающихся на отдельные капли, начались лишь в начале двадцатого века и связаны с 
именем Дж. Зелени [7577], который детально исследовал закономерности эмиссии капель и струй 
жидкости при электризации ее свободной поверхности. В связи с многообразием академических, тех-
нических и технологических приложений феномена электродиспергирования жидкости эксперимен-
ты с ним были продолжены [3, 17, 19, 2122, 78102]. При этом было обнаружено около десятка раз-
личных режимов электродиспергирования жидкости, приведенных в систему в работах [103104]. Но 
для проводимого рассмотрения важно, что во всех этих работах имел место выброс с заряженной по-
верхности жидкости заряженных же струй последней, распадающихся на отдельные капли. Следует 
отметить, что в последние двадцать лет регулярно проводятся международные симпозиумы по элек-
тродиспергированию   жидкости,   собирающие сотни докладов, посвященных этому феномену. И 
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хотя подавляющее большинство докладываемых работ носят экспериментальный характер и посвя-
щены в основном особенностям электродиспергирования конкретных жидкостей в конкретных уста-
новках и устройствах, тем не менее общее количество публикаций по обсуждаемой теме исчисляется 
тысячами, и насущной проблемой является построение общей теории электродиспергирования 
(дробления заряженной струи на капли) с учетом реальных физико-химических характеристик жид-
костей и многообразия релаксационных эффектов. 

В проведенных экспериментах выяснилось, что форма струй, выбрасываемых со свободной 
поверхности заряженных капель или наэлектризованных менисков жидкости на вершинах капилля-
ров (по ним жидкость подается в разрядную систему), отличается от цилиндрической, для которой на 
сегодняшний день выполнены все известные теоретические исследования устойчивости и осцилля-
ций струй как линейного, так и нелинейного приближения. Форма струй, выбрасываемых неустойчи-
выми каплями и менисками жидкости, неоднократно исследовалась теоретически с различной степе-
нью строгости (см., например, [105113] и указанную там литературу). Так, в частности, для объемно 
заряженной осесимметричной струи диэлектрической жидкости в [109] получена следующая зависи-
мость радиуса струи от продольной координаты x: 

2

2 2 5

1 1 4 ρ
( ) 1 1; ; ,

4 Re 2π γ

M
r x w x w q

qw x Ea
        

где Re – число Рейнольдса; ρ – массовая плотность жидкости; γ – объемная плотность электрического 
заряда; M – объемный расход жидкости; E  напряженность внешнего электростатического поля, па-
раллельного оси симметрии струи; а – начальный радиус. Качественно сходные закономерности из-
менения радиуса струи по мере удаления ее от места образования наблюдаются и для электропровод-
ных жидкостей. В [114] для объемно заряженной струи диэлектрической жидкости (жидкого водоро-
да) исследовалось влияние объемного заряда струи конечной длины на скорость движения ее торца. 

Кроме сказанного выше, в перечисленных экспериментах выяснилось, что: длина утоньшаю-
щейся с удалением от торца капилляра нераспавшейся части струи  является функцией величины за-
ряда, приходящегося на единицу длины струи. Свободный же (незакрепленный) конец струи, выте-
кающей из сопла, с ростом величины заряда на единице длины струи начинает совершать хлыстооб-
разное движение, а с его торца отрываются дочерние капельки. Хлыстообразное движение свободно-
го конца струи указывает как на реализацию изгибной неустойчивости струи, так и на ее неустойчи-
вость по отношению к вращению относительно исходной оси симметрии. Вращение относительно 
оси симметрии струи, эмитированной неустойчивой заряженной поверхностью жидкости, проще все-
го объясняется одновременным возбуждением двух или нескольких одинаковых мод при наличии 
между ними сдвига по фазе. Отметим, что в отличие от прагматически обусловленного вынужденно-
го капиллярного распада струй [9] с контролируемыми граничными и начальными условиями обсуж-
даемая в контексте проводимого исследования спонтанная неустойчивость струй (с последующим 
распадом на капли) характеризуется полной свободой в задании начальных и граничных условий и 
ничто не препятствует возбуждению на торце капилляра нескольких одинаковых мод с различными 
начальными фазами. Изгибная же неустойчивость струй нуждается в отдельном исследовании. 

В связи со сказанным теоретическое и экспериментальное исследования закономерностей 
распада заряженных струй на капли представляют значительный интерес (особенно если принять во 
внимание многообразные приложения феномена в практике) и неоднократно проводились на разном 
уровне строгости и общности [115136].  

Первым устойчивость поверхностно однородно заряженного столба идеальной жидкости по 
отношению к осесимметричным осцилляциям исследовал Рэлей [42], получивший дисперсионное 
уравнение для случая длинных волн (когда длина волны много больше радиуса столба жидкости) в 
виде 

2
2

3

( 1)σ 2
{( 1) }

πσρ

n n Q
n

aa
 

   , 

где Q – заряд столба, приходящийся на единицу длины; σ – коэффициент поверхностного натяжения; 
a – радиус; ω – частота осцилляций; ρ – плотность жидкости; n – номер моды. 

Через несколько лет А.В. Бассет, исследуя варикозную неустойчивость заряженной струи, 
имеющей форму ζ cos( ) exp( )r a kx i t    , вывел дисперсионное уравнение для осцилляций ос-
новной моды поверхностно заряженной струи маловязкой жидкости с произвольной длиной волны (с 
волновым числом k) в виде 
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2
2 2 21 1

3
0 0

( ) ( )σ
{(1 ) [1 ]}.

( ) 4πσ ( )ρ

ka I ka ka K kaQ
k a

I ka a K kaa


 
     

Бассет указал, что наличие заряда на струе приводит к ее стабилизации. В соответствии с ана-

лизом Рэлея на незаряженной струе неустойчивы волны с волновыми числами k > 
1a . Согласно же 

результатам Бассета на заряженной струе неустойчивы волны с меньшими волновыми числами 
2

2 2 1

0

( )
{1 [1 ]}

4πσ ( )

ka K kaQ
k a

a K ka


   или с большими длинами волн. Выяснилось, что длина нераспав-

шейся части струи за срезом сопла, из которого она вытекает, с ростом поверхностной плотности за-
ряда увеличивается. 

Тейлор [72] исправил численный коэффициент в выражении, полученном Бассетом, записав 
дисперсионное уравнение в виде: 

2
2 2 21 1

3
0 0

( ) ( )σ
{(1 ) [1 ]}.

( ) πσ ( )ρ

ka I ka ka K kaQ
k a

I ka a K kaa


 
     

Тейлор же в [72] исследовал изгибную неустойчивость струи, отталкиваясь от известного по экспе-
риментальным исследованиям факта, что при достаточно большой плотности заряда на струе ее ко-
нец начинает совершать хлыстообразное движение, распадаясь при этом на отдельные капельки. 
Тейлор выписал форму струи в виде ζ cos( ) cos( ) exp( )r a kx i t      , где φ – азимутальный угол, 
и получил дисперсионное уравнение для изгибной неустойчивости струи:  

' '2
2 2 21 1

3
1 1

( ) ( )σ
{ [1 ]}.

( ) πσ ( )ρ

I ka K kaQ
k a

I ka a K kaa
      

Условие нейтрального равновесия струи по отношению к изгибной неустойчивости отсюда получает-
ся в виде 
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В работе [69] исследовано влияние вязкости и электрического поля на характер устойчивости 
капиллярных струй, рассмотрены неосесимметричные возмущения струи, сделана попытка прояснить 
непонятные моменты (в которых имеет место рассогласование теории и эксперимента) линейной тео-
рии. Описаны два вида неустойчивостей, вызываемых поверхностным натяжением и силой Кулона. 
Полученное дисперсионное уравнение и выражение для скорости распада струи проанализированы в 
предельных случаях малой и большой вязкости и численно изучены в промежуточной области. Кро-
ме того, в [69] описаны новые типы мод, которые приводят к вращательному движению струи. 

Экспериментальные исследования электродиспергирования жидкости с заряженной поверхно-
сти последней (см., например, [59, 6062, 6671,114, 134136]) свидетельствуют о возможности воз-
буждения неосесимметричных мод заряженных струй, но в теоретическом отношении этот вопрос 
исследован пока недостаточно полно, хотя из феноменологии [72, 74102] с очевидностью следует, 
что реализация неустойчивости именно этих мод в существенной степени ответственна как за хлы-
стообразное движение струй, так и за полидисперсный характер их распада на капли. В [70] было 
приведено дисперсионное уравнение для неосесимметричных волн на заряженной поверхности 
струи, но без вывода и с ошибкой, поскольку слагаемое, содержащее поверхностный заряд, обраща-
ется в ноль для длинных осесимметричных волн, и получается, что наличие на струе электрического 
заряда не влияет на их устойчивость. В [118120, 125] говорится о теоретическом исследовании 
устойчивости мод с m=1 и  m=2. Мода с m=2 называется «Боровской» и согласно утверждению 
[118120, 125] ее возбуждение приводит к продольному расщеплению струи на две дочерние струи, 
как это зафиксировано в экспериментах [128]. Такое утверждение повторяется в [111113] и вызыва-
ет недоумение, поскольку продольное расщепление неосесимметричной струи, периодически изме-
няющей свою форму по азимутальному углу, должно проходить с нарушением начальной винтовой 
симметрии, и, следовательно, возможность ее реализации сомнительна. 

Дисперсионные уравнения для различным образом заряженных струй электропроводных и ди-
электрических жидкостей получались с различным успехом и с различными погрешностями в теоре-
тических работах, выполненных в линейном приближении по амплитуде осцилляций                    
[2325, 4246, 5963, 115127]. В теоретических работах [130133] рассмотрены конкретные вопро-
сы расчета характеристик струй, эмитируемых с конуса Тейлора.  
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Детальный теоретический анализ закономерностей осцилляций и величин инкрементов не-
устойчивости неосесимметричных мод заряженных электропроводных и диэлектрических струй про-
веден в [2325] в связи с возможностью приложения результатов к истолкованию закономерностей 
спонтанного распада струй. Выяснилось, что инкременты неустойчивости неосесимметричных волн в 
маловязких струях электропроводных жидкостей при больших плотностях поверхностного заряда 
сравниваются с инкрементами неустойчивости осесимметричных волн, а в сильновязких струях 
существенно их превышают [2324]. Это обстоятельство вместе с фактом утоньшения формы струи 
по мере удаления ее от места формирования позволяет предположить, что при спонтанном 
капиллярном распаде заряженных струй на капли важную роль в формировании спектра 
распределения последних по размерам должна играть неустойчивость неосесимметричных мод 
капиллярных осцилляций струи. 

Для объемно заряженных струй диэлектрических жидкостей [25] величины инкрементов 
неустойчивости неосесимметричных мод снижаются при уменьшении диэлектрической 
проницаемости жидкости, причем этот эффект сказывается тем сильнее, чем меньше азимутальное 
число m (чем меньше степень несимметричности), и достигают минимума для осесимметричных мод. 
Это обстоятельство приводит к тому, что для диэлектрических жидкостей с малыми 
диэлектрическими проницаемостями инкременты неустойчивости неосесимметричных мод могут 
при прочих равных условиях превышать инкременты неустойчивости осесимметричных мод, что 
существенно скажется на закономерностях дробления струи на капли.  

В работах [62, 114120] предполагалось исследовать влияние эффекта релаксации электриче-
ского заряда (влияние конечности скорости выравнивания электрического потенциала струи или, 
иначе говоря, влияние конечности скорости переноса заряда в реальной жидкости) на струе на ее 
устойчивость, но во всех перечисленных работах неверно выписано уравнение баланса поверхност-
ного заряда (отсутствует слагаемое, связанное с кривизной поверхности струи), и, следовательно, не-
верны и полученные результаты, на что и было указано в [129]. Только в последнее время авторами 
настоящей работы было получено корректное дисперсионное уравнение, учитывающее эффект ре-
лаксации заряда: 

 { ( )2 4 4 4 42 ( ) 1 α ( ) 2 α( )m mkk G k w s m l s m ln né ù- ⋅ + M - - + + +ê úë û
   

[ ( )2 2 2 2( ) 2 ( )(1 α) ( α )m mkm fG k w k l s wn n+ + - - + M - +  

( )2 21 α 2 ( ) [( αβ) ( )mk m mksw k l s f G kn n+ - + - M + - M -  

( ) ]}2 2 22α ( )(1 2 ) ]mG k l k ln- - + - +  

{ ( )2 4 4 4 4( ) 2 1 α ( ) 2 α( )m mkl G l w s m k s m kn né ù+ ⋅ + M - - + + +ê úë û
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( )d d( ,σ,ε , ) ( ) ( ) 4πσ ε ;mk mk m ms w sH k G k sL =L º - +  2
04π ;wº æ  

( ) ( ) ( );m m mG x xI x I x¢º    ( ) ( ) ( ).m m mH x xK x K x¢º  

k и m – волновое и азимутальное числа; Im (x), Km (x) – модифицированные функции Бесселя первого 
и второго рода; R  радиус струи;   массовая плотность;   коэффициент кинематической 
вязкости;   коэффициент поверхностного натяжения;   удельная электропроводность;                    
d  диэлектрическая проницаемость; 

0æ  поверхностная плотность электрического заряда на струе. 

Анализ дисперсионного уравнения показал, что влияние эффекта релаксации заряда заметно только в 
случае больших вязкостей жидкости. Движения жидкости, связанные с перераспределением заряда 
по поверхности струи при ее осцилляциях, имеют апериодический (затухающий) характер и приводят 
к более быстрому рассеиванию механической энергии осцилляций или, иначе говоря, к более 
быстрому затуханию волн на струе. Обсуждаемый эффект зависит от волнового и азимутального 
чисел и по-разному проявляется для волн с различной степенью асимметрии и для жидкостей с 
различными физико-химическими свойствами и может способствовать умножению количества 
наблюдаемых режимов электродиспергирования. 

3. Нелинейные осцилляции струй. Как отмечалось выше, большая часть теоретических не-
линейных исследований осцилляций и устойчивости струй проведена для незаряженных струй. Кро-
ме вышеупомянутой работы [37], выполненной численными методами, лишь в [71, 137] рассматрива-
ется неустойчивость заряженных струй идеальной жидкости, также выполненных численными мето-
дами.  

Не будем останавливаться на обсуждении теоретических работ по нелинейным осцилляциям 
и дроблению струй, выполненных численными методами, обладающими стандартными ограничени-
ями общности проведенных рассмотрений [3337, 5051, 71, 137]. Познакомиться с используемой 
регулярной процедурой аналитического асимптотического нелинейного анализа устойчивости заря-
женной струи можно на конкретном примере  на вполне корректных (содержащих детальный разбор 
процедуры аналитического счета) работах [3839, 41], выполненных во втором порядке малости по 
отношению амплитуды осцилляций к радиусу струи. В этих работах выяснилось, что решение задачи 
о расчете нелинейных осцилляций заряженной струи уже во втором порядке малости по амплитуде 
деформации невозмущенной цилиндрической струи позволяет обнаружить вырожденное резонансное 
взаимодействие волны, определяющей начальную виртуальную одномодовую деформацию, с волной, 
появляющейся вследствие нелинейности уравнений гидродинамики и имеющей вдвое большее вол-
новое число. Положение резонансных ситуаций зависит от величины волнового числа и поверхност-
ной плотности электрического заряда на струе. В частности, осесимметричная мода может взаимо-
действовать с модой, ответственной за закручивание струи (m=1). При нелинейном резонансном вза-
имодействии волн на заряженной струе энергия всегда перекачивается от более длинных волн к бо-
лее коротким, независимо от симметрии взаимодействующих волн. Из начально возбужденной моды 
с m=1 энергия может перекачиваться как в осесимметричную моду с вдвое большим волновым чис-
лом, так и в неосесимметричную с m=2 также с вдвое большим волновым числом. Вовлечение в не-
линейное резонансное взаимодействие мод с m≥2 возможно лишь при значительных плотностях по-
верхностного заряда на струе. Последнее условие может выполниться для тонкого конца электропро-
водной струи, выброшенной заряженной поверхностью жидкости, имеющей постоянный потенциал 
поверхности и, следовательно, неоднородное распределение поверхностного заряда, плотность кото-
рого будет увеличиваться с утоньшением струи. В итоге закономерности перераспределения энергии 
нелинейной волны за счет нелинейного резонансного взаимодействия будут различны для начального 
и конечного участков струи, что в свою очередь приведет к различию условий дробления струи на 
разных ее участках. При многомодовой начальной деформации общие закономерности реализации 
нелинейного волнового движения на струе остаются прежними, но кроме вырожденных резонансов 
появляются и вторичные комбинационные. Энергия теперь переносится и от высоких мод к низким, и 
появляются условия для реализации распадной неустойчивости. 

 Отличительной особенностью аналитических асимптотических расчетов нелинейных осцил-
ляций струи является их математическая громоздкость, примером чего может служить результат рас-
чета формы образующей нелинейно-осциллирующей струи (когда начальная деформация равновес-
ной цилиндрической формы задается в виде неосесимметричной моды), проведенного авторами 
настоящей статьи в третьем порядке малости:  

2( , , ) 1 ε cos( )cos(θ ε )r z t m gt        
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2 2 20,5 3 3 3 4 ( ) ( ) ;m mw k m H k H k        

 2 2 2 2 2 2 2
2 1 0,5 3 ( ) 3 ( ) 2 ( )m m mY k m k k m G k G k           

2 2 20,5 3 3 4 ( ) ( ) ;m mw k m H k H k        

 2 2 2 2 2 2 2
3 1 0,5 5 ( ) ( ) 2 ( )m m mY k m k k m G k G k           

2 2 20,5 3 3 4 ( ) ( ) ;m mw k m H k H k        
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   22α ( ) χ ( ) ( ) ];[ i m iii i i m i i i m ii i
G k H k k           

 

 1 1 1
22 2

1
2 ;

( )mk I k
b a X


  


   2 2 2

04 2

1
4 ;

( )k I k
b a X


  


 

 1 1 2 24πχ ( ) ;mK kd a L           2 2 0 24πχ 0,5 ( );K kd a L      

3 34πχ 0,5 .d a L     

Кроме появления слагаемых третьего порядка малости, мало сказывающихся на рельефе 
струи, наиболее интересным результатом проведенного расчета по сравнению с ранее проведенными 
в [3841] расчетами второго порядка малости, является появление нелинейной поправки к частоте 
волны 2g, наличие которой приводит к изменению критических условий (критической длины волны 
и величины поверхностной плотности электрического заряда) реализации неустойчивости струи. Ко-
эффициент g в зависимости от волнового числа, поверхностной плотности электрического заряда и 
азимутального числа m может быть как отрицательным, так и положительным, что означает возмож-
ность смещения критических условий реализации неустойчивости для волн с различной асимметрией 
в различных направлениях: в сторону либо их увеличения, либо уменьшения. 

Следует также отметить, что все аналитические исследования нелинейных осцилляций струй 
как незаряженных, так и заряженных, проведены для модели идеальной жидкости, что существенно 
ограничивает возможность практического использования полученных результатов. Поэтому пред-
ставляется необходимым проанализировать нелинейные осцилляции струи вязкой жидкости, для не-
линейных волн на поверхности жидкости и для нелинейных осцилляций капли такие обобщения в 
последние годы проведены [138140]. 

4. Заключение.  Подводя итог вышесказанному, отметим, что, несмотря на обилие исследо-
ваний по устойчивости и дроблению незаряженных струй, устойчивость и распад заряженных струй 
жидкости, спонтанно формирующихся при реализации неустойчивости заряженной поверхности 
жидкости, до сих пор слабо изучены, но тем не менее в связи с многообразием практических прило-
жений им посвящено множество экспериментальных работ. Представляется необходимым провести 
теоретическое аналитическое исследование нелинейных неосесимметричных осцилляций заряжен-
ных струй вязких жидкостей, что позволит приблизиться к построению теоретической классифика-
ции наблюдаемых в экспериментах режимов электродиспергирования жидкости. 

 
Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ №05-08-01147-а и №06-01-00066-а. 
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Summary  

 
It is reviewed the problem of charged jets oscillations and spontaneous disintegration on drops.  
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