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ВВЕДЕНИЕ 
 

В самых разных задачах техники и техноло-
гии приходится сталкиваться с заряженными 
струями жидкости [1–3]. Энергопотери на лини-
ях электропередач, увеличивающиеся после до-
ждей, обязаны своим существованием мокрым 
проводам и зажиганию коронного разряда в 
окрестности проводов. Эту ситуацию можно рас-
сматривать в математическом отношении как 
частный случай заряженной струи с твёрдым 
сердечником [4]. Тем не менее ещё никто не рас-
считывал напряженность электрического поля в 
окрестности нелинейно осциллирующей заря-
женной струи или мокрого провода со слоем во-
ды на поверхности. Этой проблеме и посвящено 
настоящее исследование на примере расчёта 
напряженности поля в окрестности струи жидко-
сти, по которой бежит капиллярная волна. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
  

Рассмотрим задачу об устойчивости капил-
лярных волн на однородно заряженной поверх-
ностной плотностью заряда  цилиндрической 
поверхности струи радиуса R идеальной несжи-
маемой идеально проводящей жидкости с коэф-
фициентом межфазного натяжения  и плотно-
стью 1. Представим, что струя движется со ско-
ростью U0 параллельно eZ (eZ – орт продольной 
координаты) в идеальной несжимаемой диэлек-
трической среде, имеющей плотность 2 и ди-
электрическую проницаемость, равную единице. 
Задачу будем решать в инерциальной системе 
отсчета, связанной с осью симметрии невозму-
щенной струи и движущейся со скоростью U0, в 
цилиндрической системе координат, орт eZ кото-
рой совпадает по направлению с U0 и осью сим-
метрии невозмущенной капиллярным волновым 
движением цилиндрической поверхности струи. 
Все рассмотрение проведем в безразмерных пе-

ременных, в которых R = 1 =  = 1, а поверх-
ность раздела сред, возмущенная капиллярным 
волновым движением, описывается соотношени-
ем  

F = r–1 – (, z, t) = 0,  <<1,  
            

где ξ(φ, z, t) – деформация цилиндрической по-
верхности струи, обусловленная волновым дви-
жением; φ – азимутальный угол. 

Полная математическая формулировка задачи 
имеет вид: 

tu1+(u1,) u1 = –p1; 
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        div u1 = 0;  div u2 = 0; div E =0; 

r = 1+(, z, t): 0
dF

dt
 , (n, u1) = (n, u2);

  

 

p1 – p2 + pE – p = 0;   Ф(r, , z, t) = ФS(t);  
  

r  0  u1  0; r  ∞:  u2  – U0; E  0.    (1) 
 

Сформулированную задачу дополним началь-
ными условиями, задавая начальную деформа-
цию струи в виде одиночной периодической 
волны с произвольной симметрией: 

 

t = 0: 
 

      ξ ,φ, ζ exp φ exp φ ( . .)z t ikz im ikz im к с    
 

 ξ ,φ, 0;t z t   
 

где  – амплитуда начальной волновой деформа-
ции; k – волновое число; m – азимутальный па-
раметр; к.с. означает слагаемые, комплексно со-
пряженные с выписанными. 

В качестве дополнительных условий прини-
маются: условие постоянства объёма струи, при-
ходящегося на одну длину волны   2/k; усло-
вие сохранения заряда на отрезке струи протя-
женностью в длину волны : 

______________________________________________________________________________________ 
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В сформулированной задаче uj  uj(r, , z, t) – 
поля скоростей течения жидкости в струе (j = 1) 
и среде (j = 2), генерируемые волнами на по-
верхности раздела сред; pj  pj (r, , z, t) – гидро-
динамические давления в струе (j = 1) и среде              
(j = 2); pE и p – давления электрических сил и 
сил поверхностного натяжения на границе разде-
ла сред; Ф  Ф(r, , z, t)  – потенциал электроста-
тического поля; ФS(t) – потенциал поверхности 
струи; n – орт нормали к поверхности струи;               
ρ2 – безразмерная плотность среды. 

В следующем рассмотрении течения жидко-
стей будем считать потенциальными 

 

u1 = 1,   u2 = –U0+2,  E = –Ф. 
  

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
 

Решение задачи будем искать асимптотиче-
ским методом многих временных масштабов, 
выбирая в качестве малого параметра безразмер-
ную амплитуду волны, заданной в начальный 
момент времени,    подобно тому, как это 
делалось в [2, 5–7]: 
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Разложения (2) подставим в систему (1), и все 
уравнения сгруппируем по степеням .  

Решение сформулированной задачи во втором 
порядке малости не представляет особенных 
трудностей, если не принимать во внимание его 
громоздкость. В частности, аналитическое выра-
жение для потенциала осциллирующей поверх-
ности струи будет иметь вид: 
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Частоты s = – (bm  0) определяются дисперси-
онным уравнением: 
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Здесь s(k, m) – комплексная частота капил-
лярной волны с волновым числом k и азимуталь-
ным параметром m; Im(k) и Km(k) – модифициро-
ванные функции Бесселя первого и второго рода 
порядка m; штрихом при функциях Бесселя обо-
значается её производная по аргументу. Величи-
на bm(k) имеет смысл частоты волны, претерпе-
вающей неустойчивость типа Кельвина-Гельм-
гольца, когда выполнится условие  
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то есть когда 0(m, k) станет мнимым. В свою 
очередь 0(m, k) при выполнении (3) определяет 
инкремент нарастания амплитуды волны с часто-
той bm(k). При выполнении условия, противопо-
ложного (3), 0(m, k) определяет часть полной 
частоты 0  bm. 
 

РАСЧЕТ НАПРЯЖЕННОСТИ  
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

 

Дальнейшие рассуждения проведём по схеме, 
использованной в [8–10].  

Вектор нормали к поверхности струи опреде-
лится соотношением 
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Тогда нормальная компонента напряженности 
электростатического поля: 
 

En = – (Ф, n), 
или 
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Не выписанные коэффициенты можно найти в 
[11]. 

ОБСУЖДЕНИЕ  
ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

 

На рис. 1 приведены рассчитанные по (4) за-
висимости нормальной компоненты безразмер-
ной напряженности электростатического поля от 
продольной координаты z для осесимметричных 
волн, рассчитанные при W = 2, волновом числе             
k = 3 (а) и k = 4 (б). Прямой линией на этом ри-
сунке (и на рис. 2, 3) приведена обезразмеренная 
напряженность зажигания коронного разряда 
возле струи в воздухе, рассчитанная по эмпири-
ческой формуле Пика: 

 

31δ(1 0,308 / δ )kE r                       (5) 
 

[12, стр. 507]. В (5) напряженность получается в 
кВ/см; r – радиус цилиндрического провода, из-
меренный в см;  – отношение плотности возду-
ха к нормальной при давлении 760 торр и темпе-
ратуре 298 K. 

На рис. 2 приведены зависимости, аналогич-
ные представленным на рис. 1, для неосесиммет-

ричной волны с m = 1 (такая волна называется 
изгибной [2]). На рис. 3 – для неосесимметрич-
ной волны с m = 2 (такая волна называется изги-
бно-деформационной [2]). Из рисунков видно, 
что для волн с различной симметрией (с различ-
ными значениями азимутального числа m) с уве-
личением волнового числа интенсивность нор-
мальной компоненты безразмерной напряженно-
сти электростатического поля быстро увеличива-
ется.  

Следует отметить, что волны берутся с волно-
выми числами из областей устойчивости. Для 
волн с различной симметрией при принятых зна-
чениях параметров это можно видеть из рис.4. 
Область устойчивых волн, для которых проведе-
ны расчёты (рис. 1–3), определяется пересечени-
ем выделенной толщиной кривой (самой тол-
стой), соответствующей W = 2, с осью абсцисс. 
Остальные кривые приведены для иллюстрации 
зависимости области устойчивости от величины 
параметра W. На рис. 4 устойчивы волны с вол-
новыми числами, лежащими ниже  кривых, по-
строенных при фиксированных значениях про-
чих параметров. В частности, видно, что для осе-
симметричных волн при m = 0 в отсутствие заря-
да (при W = 0) неустойчивы все волны с k  1. 
При увеличении W от 0 диапазон неустойчивых 
волн расширяется и сдвигается в сторону увели-
чения k. Для неосесимметричных волн с m = 1 
(изгибных) неустойчивость имеет место при по-
явлении на струе электрического заряда. По мере 
увеличения W становятся неустойчивыми снача-
ла волны с нереально малыми волновыми числа-
ми (можно сказать «гравитационные», если до-
пустить их существование на струе), а затем и 
волны с k  1. Для неосесимметричных волн с          
m = 2 (изгибно-деформационных) неустойчи-
вость реализуется при W  2,905 [13] (при таком 
значении W кривая касается оси абсцисс), поэто-
му при принятом для расчетов значении W = 2 
(нанесено толстой линией) все волны устойчивы. 

На рис. 5 приведены зависимости, аналогич-
ные представленным на рис. 1–3, рассчитанные 
при большем значении зарядового параметра W 
для волновых чисел k = 4 и 5. Видно, что с уве-
личением W растут и расчётные значения  En. 

Расчёты показывают, что с увеличением ско-
рости относительного движения струи и среды 
амплитудные значения нормальной компоненты 
безразмерной напряженности электростатиче-
ского поля растут незначительно. Например, при 
увеличении параметра Вебера We от 0,1 до          
1 амплитудные значения En увеличиваются при-
мерно на восемь процентов. 

Изменение радиуса струи сказывается лишь 
на положении критической для зажигания ко-
ронного  разряда  напряженности электрического  
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(а) (б) 
Рис. 1. Зависимость нормальной компоненты безразмерной напряжённости электрического поля собственного заряда струи 
на ее поверхности, по которой бегут осесимметричные волны (m = 0), от продольной координаты z при 2 = 0,001, W = 0,5 
(тонкая линия); 1,1; 1,5, 2 (самая толстая линия): (а) k = 3; (б) k = 4. При изменении зарядового параметра W от 0,5 до 2 тол-
щина  линий на рисунке увеличивается. 
 
 

(а) (б) 
Рис. 2. То же, что на рис. 1, но для неосесимметричных волн с m = 1 (изгибных). 

 

(а) (б) 
Рис. 3. То же, что на рис. 1, но для неосесимметричных волн с m = 2 (изгибно-деформационных). 

 
 

(а) (б) 
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(в)  

 
Рис. 4. Зависимости критического для реализации неустойчивости заряженной поверхности струи значения числа Вебера 
We от волнового числа k для волн с различной симметрией: (а) m = 0, рассчитано при W = 0,5 (тонкая линия), по мере увели-
чения W:  1,1; 1,5, 2 (толстая линия); (б) m = 1 (то же, что на рис. 4а); (в) m = 2, рассчитано при W = 2 (толстая линия), в по-
рядке увеличения W: 2,905; 2,99; 3,001; 3,5; 4.  
 

(а) (б) 
 
Рис. 5. Зависимости, аналогичные приведенным на рис. 1–3, но рассчитанные для неосесимметричных волн с m = 2 (изгиб-
но-деформационных) при W = 4 для волновых чисел k = 4 и 5. 
 
поля, которая повышается с увеличением радиу-
са, асимптотически стремясь к значению крити-
ческой для зажигания коронного разряда напря-
женности электрического поля у плоской по-
верхности [14] (с уменьшением значимости кри-
визны поверхности самой струи). 

Видно, что для волн с произвольной симмет-
рией существуют  диапазоны значений электри-
ческих зарядов, приходящихся на единицу дли-
ны струи, в которых нормальная компонента 
напряженности электростатического  поля соб-
ственного заряда превышает критическую для 
зажигания коронного разряда на поверхности 
струи. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Нормальная компонента напряжённости элек-
тростатического поля в окрестности заряженной 
струи, по которой бегут волны конечной ампли-
туды, может превышать критическое значение 
для зажигания коронного разряда в окрестности 
струи при докритических значениях заряда, при-
ходящегося на единицу длины струи.  
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Summary  

 
Calculation is made of the electric field intensity of a 

self-charge in the vicinity of a continuous cylindrical jet 
of a liquid on the surface of which the waves with finite 
amplitude of an arbitrary symmetry are running.   
 

Keywords: jet, charge, field strength, nonlinear capil-
lary waves, corona discharge. 
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