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Введение. Феномен полидисперсного распада на капли заряженных струй жидкости, выбра-

сываемых с вершин свободно падающих капель [1] и менисков жидкости на торцах капилляров [2–6] 
при реализации их неустойчивости по отношению к поверхностному заряду, известен давно и широ-
ко используется в самых разнообразных направлениях техники и технологии. Среди множества экс-
периментально наблюдаемых режимов электродиспергирования [1, 4–8] в большинстве реализуется 
хлыстообразное движение свободного конца струи [9–10], которое связано с возбуждением изгибных 
волн на поверхности струи с азимутальным числом m = 1 [11]. В [12] это явление детально проанали-
зировано для объемно заряженной капиллярной струи диэлектрической жидкости. В настоящем рас-
смотрении изучен более общий случай струи реально проводящей жидкости в суперпозиции про-
дольного и радиального электростатических полей. 

1. Формулировка задачи. Рассмотрим цилиндрическую струю несжимаемой жидкости с ки-
нематической вязкостью ν, диэлектрической проницаемостью εin и удельной проводимостью σ, по-
мещённую во внешнюю не проводящую среду, характеризующуюся диэлектрической проницаемо-
стью εex и пренебрежимо малой плотностью. В окружающем струю пространстве создаётся электро-
статическое поле напряжённости E0, коллинеарное оси струи, а на её поверхности равномерно рас-
пределён заряд с равновесной поверхностной плотностью χ. Причиной возникновения поверхностно-
го заряда может быть создание в окружающем струю пространстве радиального электростатического 
поля, при этом предполагается, что проводимость жидкости достаточна, чтобы обеспечить отсутст-
вие заряда в объёме струи.  
 Для решения задачи введём цилиндрическую систему координат ( ), ,r zϕ , движущуюся с 

постоянной скоростью, равной несущей скорости струи, ось OZ которой совпадает с осью струи. Всё 
рассмотрение проведём в безразмерных переменных, где радиус струи R, плотность жидкости ρ и 
коэффициент поверхностного натяжения γ примем в качестве основных масштабов обезразмеривания 
( ρ γ 1R = = = ).   
 Уравнение свободной поверхности струи, подверженной произвольным осцилляциям малой 
амплитуды, может быть записано в виде 

( )1 ξ , , ,r z t= + ϕ  

где функция ( )ξ , ,z tϕ  описывает отклонение формы поверхности от цилиндрической, а её амплиту-

да является малым параметром задачи ( ( )ξ , , 1z tϕ ).  

 Будем исследовать устойчивость осцилляций свободной поверхности струи в описанной сис-
теме. Математическая формулировка соответствующей линейной задачи имеет вид 

0div =u  ;    t inP ν∂ = −∇ + Δu u ;  0exP∇ = ; 

j j= −∇ΦE ;    0jΔΦ = ;  { };j in ex= ; 

0 :r →     0→u  ;  ( )0
in zinE∇Φ →− e ; 

:r →∞  0ex zE∇Φ → − e ; 
_______________________________________________________________________________________ 
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( )1 ξ , ,r z t= + ϕ :    in exΦ = Φ  ;    ε ε 4πχin in ex ex∇Φ − ∇Φ =i in n ;  

( ) ( ), , 0t H t H t∂ + ∇ =r u ri  ;   ( ) ( )( ), 1 ξ , ,H t r z t≡ − + ϕr ; 

( ) ( )( ) 0ϕ ϕ ϕ∇ + ∇ +Π =i i i iν τ n u n τ u  ; 

( ) ( )( ) 0z z z Tν ∇ + ∇ +Π + =τ n u n τ ui i i i  ; 

( ) γ2 0in ex EP P P P− + + ∇ − + =i iν n n u . 

Здесь inP  – гидродинамическое давление внутри струи; exP  – давление во внешней среде; inΦ , 

exΦ , inE , exE  – потенциалы и напряжённости электрического поля внутри (in) и вне (ex) струи; 

( )0
inE  – напряжённость электрического поля на оси струи в равновесном состоянии; ϕτ , zτ  и  

n-касательные орты и орт нормали к возмущенной поверхности струи; ϕΠ  и zΠ – касательные ком-

поненты электрической силы, действующей на единицу поверхности струи, а PE, Pγ – давления на 
свободную поверхность электрического поля и капиллярных сил соответственно: 

( )( ) ( )( )1 ε ε
4πi in i in in ex i ex ex⎡ ⎤Π = ∇Φ ∇Φ − ∇Φ ∇Φ⎣ ⎦i i i iτ n τ n  ;   ( ),i z= ϕ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 21 ε 2 ε 2
8πE in in in ex ex exP ⎡ ⎤= ∇Φ − ∇Φ − ∇Φ − ∇Φ⎢ ⎥⎣ ⎦

i in n ; 

P divγ = n . 

 Необходимо отметить, что в динамическом граничном условии для касательного направления 

zτ  в невозмущённом состоянии системы вследствие движения поверхностного заряда в продольном 
электрическом поле электрическое касательное напряжение отлично от нуля. Для того чтобы его 
скомпенсировать, в уравнение формальным образом введено постоянное внешнее напряжение T, 
причиной возникновения которого может быть, например, сопротивление среды движению струи. 
 Сформулированную задачу дополним уравнением, описывающим динамику изменения по-
верхностной плотности электрического заряда: 
 

( ) ( )( ) ( )σχ χ χ χ 0t b D∑ ∑ Σ∂ + + ∇ +∇ + +∇ ∇ =i i i i iτ τn j n u n u E  

где  ( )= − iτu u n n u  ; ( )= − iτE E n n E  ; σ σ in= −j E  ; Σ∇ Ai  и χΣ∇  – поверхностная диверген-

ция и поверхностный градиент, вычисляемые по формулам (символом Σ  обозначена поверхность 
струи): 

nΣ
Σ

⎛ ⎞∂
∇ = ∇ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

AA A ni i i  ;          χχ χ .
nΣ

Σ

⎛ ⎞∂
∇ = ∇ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

n  

 
В уравнении баланса заряда учтены следующие физические факторы: проводимость жидкости, изме-
нение площади свободной поверхности в результате её деформации, перемещение зарядов вдоль по-
верхности током жидкости под действием тангенциальной компоненты электрического поля и за счёт 
диффузии. Последние два из перечисленных процесса характеризуются подвижностью носителей 
заряда b и коэффициентом диффузии D. 

Решение сформулированной задачи стандартными методами (см., например, [6, 12]) в линей-
ном по амплитуде волн приближении будем искать в виде  разложений внутри струи по модифици-
рованным функциям Бесселя первого рода ( )mI x , а вне струи (для электрического поля, связанного 

с периодическими деформациями поверхности струи) – по модифицированным функциям Бесселя 
второго рода ( )mK x , где m – азимутальный параметр, характеризующий симметрию деформаций 

поверхности струи. В итоге для азимутального числа m = 1, соответствующего изгибным деформаци-
ям, придем в пределе малой вязкости к дисперсионному уравнению: 
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( )2
1 2 12

12s f g k s f f
s

ν ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )( ) ( ){ 2 2
3 4

1 2 4πσα 1
2 α 4πσ

w s k s f D k f
s s g k

⎡ ⎤+ + − + +⎣ ⎦+
 

( )( )2 2
5 6 7 1 82 4πσ 1W s f s f D k f f f⎡ ⎤+ + − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )( ) }2 2
9 1 10 11 1 2 1α 2 4πσ 1 α 0i k wW s f s f D k f f f ⎤⎡ ⎤− + + + − =⎢ ⎥⎥⎣ ⎦⎦

;             (1) 

2
0

4π
Ew =  ;  24πχW =  , 

где параметры W и w характеризуют величину электрического заряда, приходящегося на единицу 
длины струи, и величину напряженности внешнего поля соответственно. Коэффициенты  
fj  ( )1,2,..,11j =  являются функциями волнового числа k и диэлектрических проницаемостей εin, εex, а 

их явные выражения приведены в приложении. 
 В (1) бросается в глаза, что в использованном приближении малой безразмерной вязкости из-
за ограничения малыми её степенями исчезли компоненты, связанные с подвижностью носителей 
заряда b. Это означает, что влияние данного физического фактора на устойчивость волнового движе-
ния на поверхности струи значительно слабее остальных, учтённых в уравнении баланса заряда. 
 2. Анализ дисперсионного уравнения. Возмущения свободной поверхности струи с азиму-
тальным числом, равным единице, приводят к изгибным её деформациям, но не сказываются на фор-
ме сечения струи. В отсутствие внешнего поля и поверхностного заряда такие возмущения устойчи-
вы во всём диапазоне волновых чисел k>0, то есть экспоненциально затухают со временем под влия-
нием вязкости жидкости. Наличие заряда на поверхности идеально проводящих струй [11] либо рав-
номерно распределённого объёмного заряда в случае диэлектрических непроводящих струй [12] при-
водит к неустойчивости изгибной моды. Коллинеарное оси струи внешнее электростатическое поле 
является стабилизирующим фактором как в случае отсутствия заряда на струе [13] – изгибные воз-
мущения не приводят к реализации неустойчивости, так и при его наличии [14] – продольное элек-
трическое поле стабилизирует неустойчивость изгибных волн, порождаемую зарядом на струе.  
 Влияние продольного поля на устойчивость изгибной моды при учёте феномена поверхност-
ной релаксации заряда иллюстрирует рис. 1. Из приведённых зависимостей видно, что электростати-
ческое поле играет дестабилизирующую роль: уменьшает декременты затухания изгибной моды хо-
рошо проводящих струй (рис. 1,a) и может быть причиной изгибной неустойчивости в случае плохо 
проводящих струй, так как согласно рис. 1,б для слабо проводящих жидкостей ветвь 2 из области от-
рицательных значений, где она характеризует декременты затухания переходит в область положи-
тельных значений, где она характеризует уже инкременты неустойчивости. На рис. 1 не приведены 
зависимости безразмерных частот волновых движений жидкости от безразмерного волнового числа 
(ввиду несоразмерности числовых значений величин: частоты существенно превышают по величине 
декременты и инкременты), а потому отметим, что капиллярные движения (линии 1 и 2) являются 
периодическими, а релаксационные (линии 3 и 4) – апериодическими. Существенно, что устойчи-
вость теряет периодическое «капиллярное» решение, и, следовательно, продольное поле приводит к 
колебательной неустойчивости изгибной моды. Термином «капиллярные» здесь и далее мы будем 
отмечать те решения дисперсионного уравнения, возникновение которых не связано с учётом про-
цессов поверхностного перемещения заряда. Решения же, появившиеся вследствие учёта релаксаци-
онных явлений, будем называть «релаксационными». При 0w ≠  существует ещё одно (не приведен-
ное ввиду несоразмерности величин) апериодическое затухающее решение со значительно большим 
декрементом.  
 В отсутствие коллинеарной оси струи компоненты электростатического поля, но при отлич-
ном от нуля радиальном электрическом поле картина проявления неустойчивости выглядит несколь-
ко иначе (рис. 2). На рис. 2 капиллярные движения жидкости (линии 1 и 2) являются периодически-
ми, а релаксационные (линии 3 и 4) – апериодическими. Частоты на рис. 2 не приведены ввиду несо-
размерности их величин с величинами декрементов и инкрементов. Поверхностный заряд, так же как 
и продольное поле, может являться причиной «капиллярной» периодической неустойчивости длин-
новолновых возмущений на поверхности струй с различной проводимостью (линии 1 и 2 на  
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рис. 2). Наличие радиального поля приводит в случае низкой проводимости струи к появлению ещё 
одного апериодического неустойчивого решения, обусловленного релаксационными явлениями и 
обладающего существенно большим инкрементом (линии 3 и 4 на рис. 2,б). Именно это решение и 
будет определять картину развития изгибной неустойчивости в данном случае, то есть неустойчи-
вость будет апериодической. 
 

  
Рис. 1,а. Зависимости от безразмерного волно-
вого числа k  безразмерных декрементов β  пе-
риодических капиллярных (линии 1 и 2) и апе-
риодических релаксационных (линии 3 и 4) дви-
жений жидкости, рассчитанные при ν=0,01,  
σ=100,  W = 0, εex =1, εin =20, D=0 и различ-
ных значениях полевого параметра w . Тонкими 
линиями нанесены результаты расчетов при 

0w = , толстыми – при 0,1w =  

Рис. 1,б. Те же зависимости, что на рис. 1,а, 
рассчитанные при σ = 1. В области β < 0 кривые 
описывают декременты затухания, в области 
β > 0 – инкременты неустойчивости 
 

 

 
Рис. 2,а. Зависимости аналогичные приведен-
ным на рис. 1,а, но рассчитанные при w =  0 и 
различных значениях зарядового параметра W. 
Тонкими линиями нанесены результаты расче-
тов при W =0, толстыми – при W= 0,1 

Рис. 2,б. Те же зависимости, что на рис. 2,а, 
рассчитанные при σ = 1  
 

 Ситуацию, реализующуюся при наличии обеих компонент электрического поля, как продоль-
ной, так и радиальной, иллюстрирует рис. 3. На рис. 3,а приведены зависимости, полученные только 
для капиллярных движений, на рис. 3,б,в – для релаксационных. Видно, что совместное дестабилизи-
рующее действие радиальной и коллинеарной компонент поля приводит к тому, что, во-первых, уве-
личиваются инкременты и расширяется спектр неустойчивых «капиллярных» периодических реше-
ний (линии 1 и 3 на рис. 3,a), а, во-вторых, неустойчивое «релаксационное» решение становится пе-
риодическим (линии 2 на рис. 3,б,в). Для слабо проводящих струй «релаксационная» неустойчивость 
(линии 2 на рис. 3,б) характеризуется большими значениями инкремента, чем «капиллярная» (линии 
3 на рис. 3,a), а её граница смещается в область малых волновых чисел. В итоге диапазоны длин волн, 
претерпевающих «капиллярную» и релаксационную неустойчивости, частично перекрываются. Ин-
тересно, что величина инкремента периодического релаксационного движения 2 на рис. 3,б растет с 
ростом волнового числа (с уменьшением длины волны) и уже при k =1 в два раза превышает макси-
мальное значение величины инкремента капиллярной неустойчивости (линии 3 на рис. 3,a). Это оз-
начает, что реально наблюдаемая картина реализации изгибной неустойчивости струи определится 
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именно релаксационной ветвью. В случае хорошо проводящих струй «релаксационная» неустойчи-
вость (линии 3 и 4 на рис. 3,в) реализуется для более коротких волн, чем «капиллярная» (линии 1 и 2 
на рис. 3,в), и развивается с более низкими инкрементами. Как «капиллярные», так и «релаксацион-
ные» решения являются периодическими, но частоты на рис. 3,в не приведены из-за несоразмерности 
с инкрементами и декрементами по величинам (отметим лишь, что частоты «релаксационных» реше-
ний существенно меньше капиллярных). 
 

 
Рис. 3,а. Зависимости от безразмерного волно-
вого числа k  безразмерных декрементов, ин-
крементов (штриховые линии) и частот 
(сплошные линии) капиллярных движений жид-
кости, рассчитанные при ν=0,01,  σ=1, w = 0,1, 
εex =1, εin =20, D=0 и различных значениях 
зарядового параметра. Тонкими линиями нане-
сены результаты расчетов при W = 0 (оба кор-
ня сливаются, так как имеют одинаковые дек-
ременты-инкременты), толстыми – при 
W = 0,1. Частоты для всех этих корней прак-
тически одинаковы, поэтому сплошные линии 
слились (линии 1–3) 

Рис. 3,б. Те же зависимости, что на рис. 3,а, но 
для релаксационных движений жидкости. При 
W = 0 релаксационные движения апериодиче-
ские затухающие (линия 1), при W = 0,1 релак-
сационные движения периодические нарас-
тающие (линии 2) 
 

 
 
Рис. 3,в. Зависимости от безразмерного волнового числа k безразмерных декрементов, инкрементов 
капиллярных (линии 1 и 2) и релаксационных (линии 3 и 4) движений жидкости, рассчитанные при  
ν = 0,01, σ = 100, w = 0,1, W = 0, εex =1, εin =20, D=0 и различных значениях зарядового параметра. 
Тонкими линиями нанесены результаты расчетов при W = 0, толстыми – при W = 0,1 
 
 Расчеты для струй с различными значениями диэлектрической проницаемости жидкости по-
казывают, что «капиллярная» неустойчивость легче реализуется для струй диэлектрических жидко-
стей: увеличиваются инкременты, расширяется спектр неустойчивых волн, в то время как «релакса-
ционная» неустойчивость характеризуется тем меньшими инкрементами, чем меньше диэлектриче-
ская проницаемость жидкости. Эта тенденция справедлива и для хорошо проводящих струй, хотя и 
менее ярко выражена. 
 Следует заметить, что кроме корней дисперсионного уравнения, приведённых на рис. 1–3, 
релаксация заряда вдоль поверхности приводит к появлению апериодических либо периодических 
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решений, затухающих, как правило, с большими декрементами и приводящих к дополнительному 
рассеянию энергии колебаний. 
 Влияние процесса диффузии заряда вдоль поверхности струи на устойчивость её изгибных 
деформаций иллюстрируют рис. 4 и 5. Отметим сразу, что это явление может играть заметную роль 
лишь в случае слабо проводящих струй. Кривые на рис. 4 рассчитаны при значениях безразмерных 
параметров, характерных для тонкой струи воды с радиусом ~ 1 мкм, и иллюстрируют различное 
влияние диффузии на «капиллярные» и «релаксационные» ветви решений в электрическом поле, 
коллинеарном оси струи. Для тонких струй диффузия заряда усиливает затухание «капиллярных» 
ветвей решения (рис. 4,a). Устойчивые в отсутствие диффузии «релаксационные» решения (тонкие 
линии на рис. 4,б) при учёте диффузии заряда становятся неустойчивыми (толстые линии на рис. 4,б) 
в области коротких волн, приводя к «релаксационной» неустойчивости: периодической (линии 1) ли-
бо апериодической (линии 2 и 3). В области относительно длинных волн (при k < 4 на рис. 4,б) «ре-
лаксационные» движения остаются устойчивыми (линии 4 и 5). При увеличении коэффициента диф-
фузии (рис. 4,в) левая граница неустойчивых «релаксационных» решений (линии 1 и 3) смещается в 
область длинных волн. 
 

 
Рис. 4,а. Зависимости от безразмерного волно-
вого числа k безразмерных декрементов (штри-
ховые линии) и частот (сплошные линии) капил-
лярных движений жидкости, рассчитанные при 
ν = 0,1, σ = 0,1,  W = 0, w = 0,01, εex =1,εin =80 
и различных значениях коэффициента диффу-
зии. Тонкими линиями нанесены результаты 
расчетов при D =0, толстыми – при D = 0,1 

Рис. 4,б. Те же зависимости, что на рис.3а, но 
для релаксационных движений жидкости. Тон-
кими линиями нанесены результаты расчетов 
при  D = 0, толстыми (линии 1–5) – при D = 0,01 
 

 
Рис. 4,в. Те же зависимости, что на рис.  4,б, но толстыми линиями (линии 1–3) нанесены результа-
ты расчетов при D = 0,1 
 

С ростом значения безразмерной проводимости и уменьшением параметра вязкости (то есть 
для более толстых струй) учёт явления диффузии заряда в продольном поле приводит к появлению 
области неустойчивости и для «капиллярных» решений (рис. 5,a). Однако эта область охватывает 
лишь малые значения волновых чисел, и поэтому реализация неустойчивости возможна лишь для 
достаточно длинных струй. Кроме того, инкременты «капиллярной» неустойчивости существенно 
меньше (более чем на порядок) «релаксационной». При отличной от нуля радиальной составляющей 
электрического поля с увеличением коэффициента диффузии область «капиллярной» периодической 
неустойчивости расширяется, а инкременты увеличиваются (рис. 5,б). Влияние явления поверхност-
ной диффузии заряда на «релаксационные» ветви решения заметно снижается в отсутствие продоль-
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ной компоненты электрического поля. Следует отметить, что зависимости, представленные на рис. 4 
и 5, имеют иллюстративный характер, поскольку рассчитаны при больших значениях безразмерного 
коэффициента диффузии (например, для струи воды микронного радиуса эта величина составляет 
всего 4 310 10− −÷∼ ).  

 
Рис. 5,а. Зависимости от безразмерного волно-
вого числа k безразмерных декрементов и ин-
крементов капиллярных движений жидкости, 
рассчитанные при ν = 0,01, σ = 1, w = 0,01, 
W = 0, εex =1, εin =20 и различных значениях 
коэффициента диффузии. Тонкими линиями на-
несены результаты расчетов при D = 0, тол-
стыми – при D = 1  

Рис. 5,б. То же, что на рис. 5,а, но рассчитано 
при ν=0,1, σ=0,1, w = 0, W = 0,1,εex =1, 

εin =80. Тонкими линиями нанесены результа-
ты расчетов при D = 0, средними – при 
D = 0,1; толстыми – при D = 1   
 
 

 Заключение. Вследствие явления поверхностной релаксации заряда продольное электриче-
ское поле оказывает дестабилизирующее влияние на изгибные деформации поверхности струй, при-
водя к их периодической неустойчивости в случае низкой проводимости. 

Во внешнем электрическом поле произвольной направленности неустойчивость изгибной де-
формации является периодической и для слабо проводящих струй охватывает практически весь диа-
пазон волновых чисел. 

Диэлектрические свойства жидкости дают преимущество развитию изгибной неустойчивости 
более длинных волн. 

Влияние поверхностной диффузии заряда более заметно для слабо проводящих струй и при 
наличии продольного электрического поля. Диффузия заряда является дестабилизирующим факто-
ром для коротких волн, приводя к их неустойчивости. При увеличении как проводимости струи, так и 
радиальной компоненты внешнего поля диффузия усиливает неустойчивость и длинноволновых из-
гибных деформаций. 

Приложение. 2
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( )mI k  и ( )mK k  – модифицированные функции Бесселя первого и второго рода; m – азимуталь-

ный параметр. 
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Поступила 01.10.10   
Summary  

 
It is investigated by a theoretical analytical way the bending instability of a charged capillary jet of 

viscous dielectric liquids with finite conductivity in a collinear to the jet electrostatic field. It is shown that 
realization of the bending instability mostly probable for jets with small conductivity and surface charge dif-
fusion coefficients.  
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