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Введение. Исследованию устойчивости линейных и нелинейных осцилляций заряженных ка-
пель во внешних электрических полях уделяется большое внимание в связи с многочисленными ака-
демическими, техническими и технологическими приложениями (см., например, обзоры [1−3] и ука-
занную там литературу). Заряженная капля является главным объектом изучения в грозовых облаках 
[4−5], в жидкометаллических источниках ионов [6−7], устройствах для масс-спектрометрии термиче-
ски нестабильных и нелетучих жидкостей [8−9], при распылении лакокрасочных материалов, горю-
чего и инсектицидов [10].  

Однако наибольший интерес заряженная капля во внешнем электрическом поле представляет 
для теории грозового электричества как в связи с  процессами микроразделения зарядов, так и в фе-
номене реализации разряда молнии [11−15]. Согласно существующим представлениям, инициирова-
ние разряда молнии связано с мощной электронной лавиной (переходящей в стример), зарождающей-
ся при коронном разряде с группы близко расположенных капель или тающих градин, свободно па-
дающих в грозовом облаке [11−13]. Однако натурные измерения в грозовых облаках внутриоблачных 
электрических полей и зарядов на каплях и градинах показывают (см., например, [14, гл.10]), что на-
пряженности электрического поля и величины зарядов на каплях и градинах не достаточно велики 
как для реализации электростатической неустойчивости поверхности жидкости по отношению к соб-
ственному и индуцированному электрическим зарядам [1], так и для зажигания коронного разряда. 
Измеряемые напряженности внутриоблачных электрических полей и заряды капель и градин слиш-
ком малы, чтобы суммарная напряжённость электростатического поля индуцированного и собствен-
ного зарядов у невозмущенной сферической поверхности капли или обводненной градины в облаке 
достигла величины 20 кВ/см∼ , при которой на высоте 4 5 км− (где давление воздуха изменяется в 
диапазоне 460 400 mm Hg− ), на уровне мокрого роста града и интенсивного разделения электриче-
ских зарядов, возможно зажигание коронного разряда [15, стр.507]. В то же время известно, что де-
формация заряженной свободной поверхности жидкости во внешнем электрическом поле, приводя-
щая к локальному увеличению кривизны поверхности, вызывает и локальное увеличение напряжен-
ности электрического поля, пропорциональное амплитуде деформации [1,16−17], которая в непосред-
ственной окрестности капли может превысить критическую для зажигания коронного разряда вели-
чину.  

В работах [18, 19] было показано, что напряженность электрического поля, необходимая для 
зажигания коронного разряда, может наблюдаться у вершин нелинейно-осциллирующих слабо заря-
женных капель. Следует отметить, что задачи о расчете напряженности электрического поля в окре-
стности нелинейно-осциллирующей капли уже решались (см., например, [18−20]). Однако в них фи-
гурировало либо только внешнее электрическое поле, либо только заряд, тогда как в реальных усло-
виях присутствует и то и другое [14].  

 1. Постановка задачи. Будем решать задачу о нахождении напряженности электрического 
поля вблизи поверхности нелинейно-осциллирующей сферической идеальной несжимаемой 
проводящей капли (радиуса R, плотностью ρ, коэффициентом поверхностного натяжения σ и зарядом 
Q), находящейся в однородном электростатическом поле c напряженностью E0. Все рассмотрение 
проведем на упрощенной модели, полагая, что капля движется относительно среды параллельно 
внешнему электрическому полю, но саму среду и ее аэродинамическое сопротивление движению 
капли во внимание принимать не будем. Роль среды в предлагаемой модели сведем к обеспечению 
капле  равномерного  и  прямолинейного   движения,  а  все   рассмотрение  проведем  в  сферической  
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системе координат, связанной с центром масс капли, в безразмерных переменных, в которых              
R = 1σ = ρ = . Примем, что в начальный момент времени ( 0t = ) равновесная сферическая форма 
свободной поверхности слоя жидкости претерпела виртуальную осесимметричную деформацию 
конечной амплитуды, существенно меньшей радиуса R , пропорциональную одной из мод 
капиллярных осцилляций капли. Уравнение свободной поверхности жидкости запишется в виде 

( , , ) 1 ξ( , ) 0, ξ 1.F r t r t= − − = <<ϑ ϑ                                       (1) 
Течение жидкости в капле будем полагать потенциальным, т.е. примем, что поле скоростей 

( )V r,t  волнового движения в жидкости полностью определяется потенциалом поля скоростей 

( )r ,tψ  известным соотношением: ( )( )V r,t r ,t≡ ∇ψ . 
Математическая формулировка задачи расчета нелинейных осцилляций капли состоит из 

уравнений Лапласа для потенциала поля скоростей ( )r ,tψ и электростатического потенциала 

( )r ,tΦ : 

( ) 0r ,t ;Δψ =  ( ) 0r ,t ;ΔΦ =                         

а также граничных условий к ним на свободной поверхности жидкости: 

 кинематического 

ξ :r 1= +     
2

ξ ψ 1 ψ ξ ;
t r r

∂ ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂ ∂ϑ ϑ
 

динамического  

( )2 σ
ψ 1 ψ 0;

2 Eр р р
t

∂
− − ∇ + Δ + − =
∂

 

2( ) 8π;Ep ≡ ∇Φ      σ ;р div n≡  

постоянства электрического потенциала свободной поверхности жидкости 

( , ) ( );Sr t tΦ =Φ  

а также граничных условий на бесконечности         

 

r :→∞  0( r , t ) E ;−∇Φ →  

и в центре капли 
0r :=   ψ 0.∇ →  

 
В выписанных соотношениях рΔ − перепад постоянных давлений внутри и вне жидкости в 

состоянии равновесия; Ep − давление электрического поля собственного заряда и внешнего поля на 

свободную поверхность капли; σp  − лапласовское давление; ( , , ) ( , , )n F r t F r t≡ ∇ ∇ϑ ϑ  − 

единичный вектор внешней нормали к поверхности слоя жидкости; ( )S tΦ  − постоянный вдоль 
свободной поверхности жидкости электрический потенциал. 

Кроме перечисленных выше граничных условий следует учесть также условия:  
 − неизменности собственного электрического заряда системы 

1 ( ) ;
4π S

n dS Q− ∇Φ =∫ iv                
1 ξ( , );

0 π;
0 2π;

r t
S

= +⎧
⎪= ≤ ≤⎨
⎪ ≤ ϕ ≤⎩

ϑ
ϑ         

неизменности объема жидкости 
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4μ π
3

2

V

r drd d ;ϕ = −∫       
ξ

π
π

0 r 1 ( , t );
V 0 ;

0 2 .

≤ ≤ +⎧
⎪= ≤ ≤⎨
⎪ ≤ ϕ ≤⎩

ϑ
ϑ        μ cos ;≡ ϑ  

неподвижности центра масс капли 

μ 0
V

r d d .ϕ =∫               

Начальные условия к поставленной задаче сформулируем в виде задания начальной 
осесимметричной деформации равновесной сферической формы свободной поверхности капли и 
равенства нулю начальной скорости движения свободной поверхности: 

0 :t =       0 0 1 1ξ( , ) ξ (μ) ξ (μ) ε (μ); ( 2);kt P P P k= ⋅ + ⋅ + ⋅ ≥ϑ       ξ( , ) 0.t
t

∂
=

∂
ϑ  

Здесь ε − безразмерная амплитуда начальной деформации, являющаяся малым параметром задачи; 
( )kP μ − полином Лежандра k-го порядка; 0ξ  и  1ξ  − константы, определяемые условиями 

неизменности объема жидкого слоя и неподвижности центра масс системы. 
Несложно показать, что если в начальный момент времени возбуждена только одна мода с 

номером k , то 
2 3

0
1ξ ε (ε );

(2 1)
O

k
= − +

+
                 3

1ξ 0 (ε ).O= +  

2. Решение задачи. Сформулированную задачу в квадратичном по ε приближении будем 
решать методом многих временных масштабов [21], как это ранее делалось при решении подобных 
задач [18−20]. Для этого искомые функции ξ( , )tϑ , ( , )r tΨ , ( )r ,tΦ , которые представим в виде 
асимптотических разложений по степеням малого параметра ε, считаются зависящими не просто от 
времени t, но и от разных его масштабов mT , определенных соотношением  εm

mT t≡ ⋅ : 

( )
0 1

1
ξ( , ) ε ξ ( , , , ...);m m

m
t T T

∞

=
= ⋅∑ϑ ϑ         ( )

0 1
1

( , ) ε ψ ( , , , , ...);m m

m
r t r T T

∞

=
Ψ = ⋅∑ ϑ  

( )
0 1

0
( , ) ε ( , , , , ...) .m m

m
r t r T T

∞

=
Φ = ⋅Φ∑ ϑ                                                     (2) 

Производные по времени вычисляются по правилу [21]: 

0 1 2
ε ε (ε )2 3O .

t T T T
∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
                                                         (3) 

Подставляя разложения (2)−(3) в сформулированную краевую задачу и приравнивая в 
каждом из соотношений слагаемые одного порядка малости, легко получим набор краевых задач для 
последовательного определения неизвестных функций ( ) ( ) ( )ξ , ψ ,m m mΦ , которые для 1m ≥  будем 
искать в виде рядов по полиномам Лежандра: 

 

( )
0 1 0 1ξ ( ) ( ) (μ)m ( m )

n n
n 0

,T ,T , ... M T ,T , ... P .
∞

=
= ∑ϑ  

( )
0 1 0 1ψ ( ) ( ) (μ)m ( m ) n

n n
n 0

r , ,T ,T , ... S T ,T , ... r P .
∞

=
= ∑ϑ  
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( ) ( )( ) ( ) (μ)m m n 1
0 1 n 0 1 n

n 0
r , ,T ,T , ... F T ,T , ... r P .

∞
− −

=
Φ = ∑ϑ  

3. Отыскание решений различных порядков малости. Не останавливаясь подробно на 
математической процедуре отыскания решения, детально описанной в [18−21], приведем сразу 
окончательное решение сформулированной задачи: 

( ) ( )(1) 2 (2) 3ξ(θ, ) ε ξ , ε ξ , (ε )t t t O t= + + =ϑ ϑ  

( ) ( )(1) 2 (2) 3
0 0

0 0
ε (μ) ε (μ) (ε );n n n n

n n
M T P M T P O t

∞ ∞

= =
= + +∑ ∑  

( )( ) ( ) ( ) ( )εψ ε ψ ε ( ) ε ( ) (μ) (ε )1 2 2 1 2 n 3
n 0 n 0 n

n 0
G T G T r P O t ;

∞

=
Ψ = + ≡ + +∑  

(0) (1) 2 (2)εΦ =Φ + Φ + Φ ≡ε  

( ) ( )(2) 3
0 0 0

0
μ ε ε (μ) ε3 ( 1 ) ( n 1 )

n n n
n

Q E r 1 r F (T ) F (T ) r P O( t ),
r

∞
− − +

=
≡ − − + + +∑  

где                                  0 0( 1 ) ( 1 )
0 1 0 10 1M (T ,T ,...) ; M (T ,T ,...) ;≡ ≡  

n 2;≥                   
( 1 ) 2 ( 1 )

( 1 ) 0 1n 1 n 0 1
n 0 1 nn 2 2

0 0

M (T ,T ,...) M (T ,T ,...)A M (T ,T ,...) B
T T

−
−

∂ ∂
+ + +

∂ ∂
 

0
( 1 )

( 1 )2 ( 1 ) 0 1n 1
n n 0 1 n n 0 1n 2

0

M (T ,T ,...)
M (T ,T ,...) C D M (T ,T ,...)

T
+

+
∂

+ + + =
∂

ω ;                  (4) 

2

n
n ( n 1)( n 2 )A w ;
( 2n 3 )( 2n 1)

− −
= −

− −
     n

n( n 1)( 2n 1)B wW
( 2n 3 )
+ −

= −
+

; 

2 2

n n
n ( 2n 3 ) n ( n 1)( n 2 )C wW ; D w
( 2n 1) ( 2n 3 )( 2n 5 )

− + +
= − = −

− + +
;       

π π
0
2 29E Qw ; W ;

4 4
= =  

2 3 2
2
n

n ( 4n 2n 6n 1)n( n 1 )( n 2 ) w n( n 1)W
( 2n 1)( 2n 1)( 2n 3 )

ω + − −
= − + − − −

− + +
; 

( 1 )
( 1 ) n 0 1
n 0 1

0

M (T ,T ,...)1G (T ,T ,...) ;
n T
∂

=
∂

 

0 0( 1 ) ( 1 )
0 1 0 10 1F (T ,T ,...) ; F (T ,T ,...) ;≡ ≡       

( 1 ) ( 1 )
n 0 1 n 0 1F (T ,T ,...) Q M (T ,T ,...)= +  

( 1 ) ( 1 )
0 0 1 0 1n 1 n 1

n n 13E M (T ,T ,...) M (T ,T ,...) ;
2n 1 2n 3− +

+⎛ ⎞+ +⎜ ⎟− +⎝ ⎠
      n 2≥ ; 

0(1)
S ;Φ ≡          θ( 1 ) ( 1 ) ( n 1 )

n 0 1 n
n 0

F (T ,T ,...)r P ( cos )
∞

− +

=
Φ = ∑ ; 

( )
2

( 2 ) ( 1 )
0 n 00

n 0

1M (T ) M (T ) ;
2n 1

∞

=
=

+∑  
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( 2 ) 2 ( 2 )
( 2 ) 0 1n 1 n 0 1

n 0 1 nn 2 2
0 0

M (T ,T ,...) M (T ,T ,...)A M (T ,T ,...) B
T T

−
−

∂ ∂
+ + +

∂ ∂
 

( 2 )
2 ( 2 ) ( 2 )0 1n 1
n n 0 1 n n 0 1 n 0n 2

0

M (T ,T ,...)
M (T ,T ,...) C D M (T ,T ,...) H (T );

T
ω +

+
∂

+ + + =
∂

  ;1n ≥        (5) 

( 1 ) ( 1 )
n 0 m 0 0 m,l ,nl

m 2 l 2
H (T ) M (T )M (T ) K 2n l( l 1 ) 1

∞ ∞

= =

⎧ ⎧ ⎛⎪ ⎡ ⎤= + +⎨ ⎨ ⎜ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝⎪ ⎩⎩
∑ ∑  

[ ]n( 13m( m 1) 7 ) nWe W m( 2n 2m l 7 ) l 3
( 2m 1)( 2m 3 ) 2

⎞+ −
+ + − + − + + +⎟− + ⎠

 

m 2,l ,n m 2,l ,n
11nWe m( m 1) ( m 1)( m 2 )K K

2( 2m 1) ( 2m 1) ( 2m 3 )− +
⎡ ⎤− + +

+ + −⎢ ⎥+ − +⎣ ⎦
 

( ) ( )2 2
m 1,l ,n m 1,l ,n

n WeW
K ( m 1) ( m 2 ) 11 K m ( m 3 ) 15

( 2m 1) + −
⎡ ⎤− + + − + + − +⎢ ⎦⎣+

 

α
2

m,l ,n 1 m,l ,n 1 m,l ,n 1
( n 1)( n 2 ) n nnm WeW K K W

2n 3 2n 1 2+ − −
⎡ ⎤+ + ⎫+ + + +⎢ ⎥ ⎬+ − ⎭⎥⎢ ⎦⎣

 

( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
0 0 0m 1 m 1 l

nm n( m 1)M (T ) M (T ) M (T )
( 2m 1) ( 2m 3 )− +
⎛ ⎞+

+ + ×⎜ ⎟− +⎝ ⎠
 

2

m,l ,n 1 m,l ,n 1
n ( n 1)( n 2 )mWe K K

2m 1 2m 3− +
⎧ ⎡ ⎤+ +⎪× + −⎢ ⎥⎨ − +⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

2
m 1,l ,n m 1,l ,n

m 1We ( m 2 ) K m( m 5 )K
2m 3 + −

+ ⎡ ⎤− + + + +⎣ ⎦+
 

( ) αm,l ,n m,l ,n
1 WeW l 7 m( 2n 7 2m l ) K
2

⎫⎡ ⎤+ − + − − + + +⎬⎣ ⎦⎭
 

α
( 1 ) ( 1 )

0 0l 1 l 1
m,l ,n m,l ,n

lM (T ) ( l 1)M (T )n ( m 1)( l 1)K
2 ( 2l 1) ( 2l 3 )

− +
⎛ ⎞+

⎡ ⎤+ + + + + ×⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟− +⎝ ⎠
 

( 1 ) ( 1 )
( 1 ) 0 0m 1 m 1
m 0

mM (T ) ( m 1)M (T )
WeW M (T ) We

2m 1 2m 3
− +

⎧ ⎫⎛ ⎞+⎪ ⎪× + + +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟− +⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
 

α2 ( 1 )
( 1 ) m,l ,nm 0

0 m,l ,nl2
0

M (T ) M (T ) ( m n 1)K
mT

⎡ ⎤∂
+ − − − +⎢ ⎥∂ ⎦⎣

 

α
( 1 )( 1 )

0m 0 l
m,l ,n m,l ,n

0 0

M (T )M (T ) n n 2lm 1 K
T T 2 2ml

∂∂ ⎡ +⎛ ⎞ ⎤+ − − − +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎦⎣
 

2n0
m,l,n m0l0K C ;⎡ ⎤+ ≡ ⎣ ⎦

          α n0 n0
m,l,n m0 l0 m 1 l0m( m 1)l( l 1) C C ;−≡ − + + ⋅      

α( 2 ) ( 1 )
( 1 )m,l ,n( 2 ) n 0 m 0

n 0 m,l ,n 0l
0 0m 2 l 2

M (T ) M (T )1G (T ) ( m 1)K M (T ) ;
n T m T

∞ ∞

= =

⎛ ⎞⎡ ⎤∂ ∂
= − − −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎟⎜ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎠⎝

∑ ∑  
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0(2)
S ;Φ ≡             0( 2 )

00F (T ) = ; 

( 2 ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )
n 0 n 0 0 0 0n 1 n 1

n n 1F (T ) Q M (T ) 3E M (T ) M (T )
2n 1 2n 3− +

+⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟− +⎝ ⎠
   

2
( 1 ) ( 1 ) ( 1 )

0 0 0 m 0m 1 m 1
m 1 l 1

m m( m 1)3E M (T ) M (T ) mQM (T )
2m 1 2m 3

∞ ∞

− +
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞+
+ + + ×⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑  

( 1 )
m,l,n 0lK M (T );×        n 1.≥  

n0
m0 l0C и n0

m 1 l0C −  − коэффициенты Клебша-Гордана.   

Как видно из выписанных выражений, коэффициенты ( j )
n 0 1F ( T ,T ,...) , ( j )

n 0 1G (T ,T ,...) 

выражаются через  ( j )
n 0 1M (T ,T ,...) , которые определяются путем численного решения связанных 

систем дифференциальных уравнений (4)−(5). 

4. Расчет напряженности электрического поля у поверхности заряженной градины. Вы-
ражение для напряженности электростатического поля ( , ) ( , )E r t r t≡ −∇Φ  в окрестности свобод-
ной поверхности нелинейно-осциллирующего заряженного жидкого слоя имеет вид 

1 ξ( , ) :r t≥ + ϑ                           ε ε( 0 ) ( 1 ) 2 ( 2 )
m n

m n 0
E E E E

∈Ω =
+ +∑ ∑= ; 

(0) 2
0 03 2 3

2 1μ 1 1 μ 1r
QE e E e E

r r r
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ϑ
; 

μμ( 1 ) ( 1 ) ( n 2 ) ( 1 ) ( n 2 ) n
r n n n

n 0 n 0

P ( )E e ( n 1)F r P ( ) e F r
∞ ∞

− + − +

= =

∂
= + −

∂∑ ∑ϑ ϑ
; 

μμ( 2 ) ( 2 ) ( n 2 ) ( 2 ) ( n 2 ) n
r n n n

n 0 n 0

P ( )E e ( n 1)F r P ( ) e F r
∞ ∞

− + − +

= =

∂
= + −

∂∑ ∑ϑ ϑ
  ,                        (6) 

где er и eυ − орты сферической системы координат. Из полученного выражения найдем напряжен-
ность электрического поля на невозмущенной сферической поверхности свободной поверхности 
жидкого слоя. Для этого разложим (6) в окрестности равновесной сферической формы по амплитуде 
деформации. На ней же определим производные по координатам:  

2
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{ }2 (2) (2)
0

0
ε (1 ) 2(3 μ ) (μ)r n n n

n
e n F E Q M P

∞

=
+ + − + +∑  

(2) (1)2 (1) (1)
0

0 0
ε 3(4 μ ) ( 1)( 2) (μ) (μ)r m m m ll l

m l
e E Q M M m m M F P P

∞ ∞

= =

⎡ ⎤+ + − + + +⎣ ⎦∑ ∑

2 (2) 2 (2)
0

0

(μ)ε 3 1 μ (μ)n
n n n

n

Pe F E M P
∞

=

∂
+ + − +

∂∑ϑ ϑ
 

(1) (1)2 (1) 2
0

0 0

(μ)ε ( 2) 6 1 μ (μ) (μ).m
m m ll l

m l

Pe m F E M P M P
∞ ∞

= =

∂⎡ ⎤+ + + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∑ ∑ϑ ϑ

                   (7) 

Чтобы найти нормальную компоненту электрического поля в окрестности свободной поверх-
ности нелинейно-осциллирующего жидкого слоя nE n E= ⋅ , выпишем в явном виде аналитическое 
выражение для вектора нормали к свободной поверхности жидкого слоя: 

( , , ) ( , , ) .r rn F r t F r t n e n e≡ ∇ ∇ ≡ ⋅ + ⋅ϑ ϑϑ ϑ                                              (8) 

С точностью до слагаемых второго порядка малости по ε вблизи свободной поверхности проекции 

rn  и nϑ  на орты сферической системы координат re  и eϑ  вектора нормали определяются выраже-
ниями: 

r = 1:         ( )
222 (1) 2 (μ)1 11 ε ξ 1 ε cos( ) ;

2 2
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r k
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Скалярное произведение выражений (7) и (8) с учетом rn  и nθ  даст выражение для нормальной ком-
поненты электрического поля на поверхности градины: 
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                                (9) 

5. Обсуждение полученных результатов. На рис. 1 и 2 приведены результаты расчета по со-
отношению (9). На всех рисунках прямая линия 2,5E = , параллельная оси абсцисс, соответствует 
безразмерной напряженности электростатического поля 20 кВ/см , критической для зажигания ко-
ронного разряда в грозовом облаке, на высоте 4 5 км≈ ÷ .    
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Рис. 1. Зависимость от полярного угла ϑ  величины безразмерной напряженности электрического 
поля на поверхности капли в момент времени 1t =  для различных мод, определяющих начальную де-
формацию: k = 8 (тонкая кривая),  k= 10 (кривая средней толщины), k=12 (толстая кривая). 0,1W = , 

0 1w ,= , ε= 0,1  

  
а б 

  
в г 

 
д 
 

Рис. 2. Зависимость от безразмерного времени  величины безразмерной напряженности электриче-
ского поля в окрестности свободной поверхности капли для различных мод, определяющих началь-
ную деформацию: k = 8 (тонкая кривая),  k= 10 (кривая средней толщины), k=12 (толстая кривая). 
При 0,1W = , 0,1w = , ε= 0,1 и различных углах ϑ  к оси симметрии капли:  а) 0,  б) 0,15, в) 0,3,              
г) π/2,  д) π  
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Summary  

 
The derivation of nonlinear oscillation charged drop in external uniform electrostatic field problem is 

found. The electric field intensity near the drop surface is found. It is found that the value of the electric 
field intensity near the drop surface is sufficient for corona discharge ignition. 
________________________________________________________________________________ 


