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ВВЕДЕНИЕ 
 

Теории твердого тела, такие как зонная            
теория проводимости Уилсона–Блоха или    
сверхпроводимости Бардина–Купера–Шриффера 
(БКШ), адекватно описывают свойства лишь 
ограниченного числа материалов. Существует 
большая категория материалов, представленная 
переходными (редкоземельными) металлами и 
их химическими соединениями, а также фулле-
ридами (AnC60, где A – щелочной металл),            
которые проявляют нехарактерные с точки    
зрения этих концепций физические свойства или 
в них реализуются необычные явления. Речь 
идет о переходе металл–диэлектрик Мотта–
Хаббарда, гигантском магнетосопротивлении с 
отрицательным знаком, высокотемпературной 
сверхпроводимости (ВТСП), сосуществовании 
магнетизма и сверхпроводимости и др. 

Эти явления вызывают много вопросов             
фундаментального характера. Например, до      
конца не понятен механизм образования сверх-
проводящих электронных пар в высокотемпера-
турных сверхпроводниках. Многие исследо-
ватели сходятся во мнении, что эти явления                  
обусловлены эффектом сильной корреляции,    
который ассоциирован, в первую очередь, с 
сильным кулоновским взаимодействием                                  
электронов друг с другом, а также сильной          
электрон-фононной связью в кристаллах (в том 
числе молекулярных) и их взаимовлиянием [1]. 
Системы, в которых проявляется эффект сильной 
корреляции электронов друг с другом,                          

электронов с фононами или оба эффекта вместе, 
называют сильно коррелированными. Сущность 
проблемы физики сильно коррелированных          
систем (СКС) заключается в возникающей в них 
конкуренции между стремлением электронов к 
локализации вблизи атомных остовов и к                  
коллективизации и перемещению по узлам              
решетки.  

Современная теория СКС основывается на 
гамильтоновом формализме, сформулированном 
на языке вторичного квантования. Модельные 
гамильтонианы, описывающие поведение                  
электронов в таких системах, включают в себя 
параметр величины кулоновского взаимодей-
ствия электронов. Это полярная модель Шубина–
Вонсовского [2–4], модели Боголюбова–
Тябликова [5–6], Хаббарда [7–12], Андерсона 
[13] (примесная и ее обобщение – перио-
дическая) и др. Модель Хаббарда самая простая 
из них и содержит минимум параметров. Она 
предложена Хаббардом в начале 60-х гг.               
прошлого века для описания поведения                   
электронов в узкозонных системах, представ-
ленных соединениями переходных металлов, и 
опубликована в серии работ [7–12]. Основное 
допущение модели заключается в том, что на 
одном узле решетки может «находиться» не    
более двух электронов в d(f)-состояниях с проти-
воположно направленными спинами, взаимодей-
ствующих друг с другом с энергией кулонов-
ского отталкивания U. Часть оператора Гамиль-
тона, которая отвечает энергии взаимодействия в 

____________________________________________________________________________________ 
Чеботарь И.Д., Электронная обработка материалов, 2023, 59(5), 72–89.  
 

72 

mailto:chebotar.irina@gmail.com


этой модели, может быть представлена в виде 
суммы гамильтонианов отдельных узлов.              
В модель  также входит член, ответственный за 
вероятность туннелирования электрона                      
(кинетическую энергию), – интеграл перескока t, 
соответственно определяющий ширину зоны 
проводимости W. При этом учитывается взаимо-
действие только электронов одного узла, в отли-
чие от модели Боголюбова–Тябликова, в которой 
учитывается взаимодействие электронов              
соседних узлов. Соотношение U/W в некотором 
смысле является мерой электронных корреляций.  

Немного ранее (в 1960 г.) другая модель,    
рассматривающая сильное локальное взаимодей-
ствие электронов, была разработана Андерсоном 
[13] для объяснения образования магнитных   
моментов в материалах, которые содержат    
примесные атомы из группы переходных            
металлов. В дальнейшем она находит более    
широкое применение при описании свойств 
СКС. Модель рассматривает две взаимодейству-
ющие системы электронов в твердом теле:       
систему электронов проводимости (электроны                  
s, p-оболочек атомов решетки) и систему локали-
зованных электронов (спинов), в качестве       
которой рассмотрены электроны d(f)-оболочек 
примесного атома переходного или редкозе-
мельного металла. При этом локализованные 
электроны сильно коррелируют между собой с 
энергией взаимодействия U, испытывают               
обменное взаимодействие, а также происходит 
гибридизация состояний локализации и прово-
димости (s(p)-d-гибридизация). 

Во многих материалах орбитальное               
вырождение снимается полностью. Однако            
существуют системы, такие как оксиды 3d- и           
4d-переходных металлов (рутенаты), сверхпро-
водники на основе железа (см., например, [14]) 
или фуллериды [15], в которых имеется орби-
тальное вырождение уровней локализованных 
электронов. В связи с вырождением в этих              
системах возникает так называемый межорби-
тальный корреляционный эффект, который         
обусловливается величиной обменного                     
интеграла Хунда IH (связи Хунда). Связь Хунда –                
величина, имеющая размерность энергии, ассо-
циирована с внутриатомным обменным взаимо-
действием и уменьшает значение кулоновской 
энергии отталкивания двух электронов с парал-
лельным спинами различных орбиталей,                   
в отличие от двух электронов одной орбитали 
(цит. по [16], с. 138). Параметр Хунда может       
значительно влиять на физическую картину,           
реализующуюся в этих материалах, как на 
сверхпроводящие свойства, так и на поведение 
перехода металл–диэлектрик. Минимальной    
моделью для изучения таких систем является 

двухорбитальная модель Хаббарда.                           
Для некоторых систем интерес представляет 
анализ моделей квантовых точек и магнитных 
примесей, таких как модели Кондо и примесная 
модель Андерсона с двукратным вырождением.  

Роль сильного электрон-фононного взаимо-
действия также недостаточно ясна, особенно это                 
касается ВТСП. Экспериментальные данные,  
полученные при изучении изотопического              
эффекта в высокотемпературных сверхпровод-
никах (показывающего корреляцию температуры 
сверхпроводящего перехода и массы изотопа  
соответствующего иона), достаточно противоре-
чивы. Одни исследования показывают, что во 
многих высокотемпературных металлооксидах 
имеет место изотопический эффект по кислороду 
и даже известны соединения, в которых его        
величина превышает предсказание теории сверх-
проводимости БКШ. Например, исследование 
фотоэмиссионной спектроскопией с угловым 
разрешением [17] показало сильный необычный 
изотопический эффект, наблюдавшийся в         
образцах Bi2Sr2CaCu2Oy (Bi-2212) с различными 
изотопами кислорода. В более ранних   работах 
[18] не обнаружено значительной корреляции 
между температурой сверхпроводящего                  
перехода и массами ионов решетки.  

Более сложная картина вырисовывается в 
сверхпроводниках на основе железа (см. [19] и                         
цитируемую литературу). Например, сильный 
изотопический эффект (даже сильнее, чем в 
обычных сверхпроводниках) обнаруживается в 
SmFeAs(O, F) и (Ba, K) Fe2As2 при замещении 
железа [20]. Наоборот, в работе [21] в (Ba, K) 
Fe2As2 наблюдается обратный изотопический 
эффект при различных изотопных замещениях. 
Позже было высказано предположение, что    
изотопные замещения могут приводить к струк-
турным изменениям [22], что еще больше 
усложняет картину.  

Из теоретических исследований ясно, что чи-
сто электрон-фононный механизм образования                 
куперовских пар маловероятен, однако                        
некоторые исследователи полагают, что он             
благоприятствует формированию сверхпроводя-
щих пар электронов, а ряд других [23–25]             
считают, что он может непосредственно участ-
вовать в механизме образования сверхпро-
водящих пар.  

Модель Холстейна [26] используется для  
изучения электрон-фононных взаимодействий. 
Самой простой моделью сильно коррели-
рованных электронов, взаимодействующих с        
фононами, является модель Хаббарда–
Холстейна. Еще одна модель, которая представ-
ляет интерес, это модель Андерсона–Холстейна. 
Модели Хаббарда и примесная модель                         
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Андерсона в данном случае                                 
дополняются системой фононов и членом, ответ-
ственным за взаимодействие систем электронов с 
фононами.  

Актуальным остается вопрос развития               
методов анализа этих моделей, ведь разрабо-
танные для исследования систем со слабым    
взаимодействием методы не применимы. Пред-
ложены различные математические концепции, 
приближения и методы, аналитические,                   
численные, пертурбативные и непертур-
бативные, часть из которых представлена в      
работе [27]. Все они имеют свои преимущества и 
недостатки. 

Задача работы заключается в том, чтобы дать 
общий обзор исследования явлений фазовых                     
переходов металл–диэлектрик Мотта и сверх-
проводимости в рамках моделей сильно коррели-
рованных систем. На основании этого будут 
представлены основные идеи и результаты                           
диаграммного подхода сильной связи, предло-
женного В.А. Москаленко [28, 29]. 

 
МАТЕРИАЛЫ С СИЛЬНЫМИ  

КОРРЕЛЯЦИЯМИ 
 

Особенности материалов с  
сильными корреляциями 

 
Примерами материалов с сильными корреля-

циями являются соединения переходных (редко-
земельных) металлов, такие как купраты,                 
манганаты, а также фуллериды. 

Рассмотрим ряд особенностей этих                  
материалов, которые обусловливают эффект 
сильных корреляций. В переходных металлах эти 
особенности в первую очередь связаны с нали-
чием незаполненных d(f)-оболочек. Волновые 
функции электронов в d(f)-состояниях обладают 
малой пространственной протяженностью, соот-
ветственно эти электроны проявляют тенденцию 
к локализации возле атомных остовов (в отличие 
от электронов в s- или p-состояниях). Последнее 
обстоятельство проявляется в наличии                       
магнитного упорядочения (ферро- и антиферро-
магнетизма) в этих материалах. В то же время 
плотность электронных состояний на уровне 
Ферми высока в большинстве из них, и ее основу 
составляют именно d(f)-состояния. Поверхность 
Ферми часто является сильно анизотропной            
(на ней присутствует несколько энергетических 
зон). 

Другая особенность заключается в том, что в 
переходных металлах и их соединениях имеется 
сильный электрон-фононный потенциал.                      
Он зависит от углового момента l, и при его      
значениях l = 2 (соответствующих d-состояниям) 
возникает яма, глубина которой варьирует в           

зависимости от элемента. При рассеивании       
электрона на таком потенциале в сечении рассе-
яния возможно появление резкого пика, соответ-
ствующего резонансному состоянию [30].       
Ширина резонанса зависит от матричных       
элементов s-d-гибридизации и определяет время 
жизни электрона возле данного иона, который 
близок к атомной функции. Наличие                        
резонансного рассеяния d-состояния на изолиро-
ванном ионном потенциале приводит к тому, что 
когерентное рассеяние электронов в кристалле 
образует узкую d-зону (по мере сужения резо-
нанса) [30]. Она намного уже зон, образованных 
волновыми функциями электронов в                      
s(p)-состояниях, имеющих более обширную  
пространственную протяженность. Для многих 
переходных металлов этот резонанс близок к 
уровню Ферми. В этом смысле такие системы 
часто называют узкозонными.  

Интересными материалами с сильными             
корреляциями также считаются фуллериды, 
представляющие собой интеркалированные             
щелочными металлами фуллериты. Фуллерит – 
это кристаллический фуллерен, имеющий гране-
центрированную кубическую решетку, в узлах 
которого расположены  кластеры C60.                      
При интеркалировании щелочными металлами 
фуллеритов атомы щелочных металлов распола-
гаются в межузельных пустотах, и при                   
достаточно высоких концентрациях интеркали-
рования в узлах кристалла образуются положи-
тельно заряженные кластеры C60. Электроны           
s-орбитали щелочного металла передаются в t1u 
зону проводимости чистого C60 кристалла,              
которая трижды вырождена в точке Г [15]. Таким 
образом, фуллериды проявляются как сильно 
связанный ионный кристалл. При этом в связи 
участвуют как зонные энергии, так и энергия 
Маделунга [15]. Электронные системы в фулле-
ридах являются узкополосными, с вырождением 
основных состояний. 

Узкополосная или сильно коррелированная 
электронная система и вырожденные основные                     
состояния имеют отношение к объяснению                
необычных явлений в фуллеридах. 

 
Переход металл–диэлектрик Мотта 

 
В 1937 г. де Бур и Фервей [31] впервые                   

выносят на обсуждение вопрос проводимости 
соединений переходных металлов, отмечая, что 
оксиды переходных металлов типа оксида                  
никеля NiO ведут себя нехарактерно с точки     
зрения зонной теории проводимости. Зная                
электронную конфигурацию атомов кристалла и 
структуру решетки, можно предположить, какие 
вещества при низких температурах будут             
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проводниками, диэлектриками или полупровод-
никами. Так, изоляторами будут те вещества, 
количество электронов в которых достаточно для 
того, чтобы полностью заполнить зоны                   
Бриллюэна, и между самой нижней незанятой 
зоной Бриллюэна и занятой зоной Бриллюэна с 
наибольшей энергией имеется большое                      
расстояние, то есть широкая энергетическая 
щель. А частичное заполнение последней разре-
шенной зоны обусловливает кристалл с металли-
ческими свойствами. Например, такие ионные 
соединения, как NaCl, MgO, AgCl, ZnO, TiC1, 
содержат ионы с заполненными электронными 
зонами или подзонами, таким образом, только 
полностью заполненные зоны Бриллюэна, а они, 
как известно, в чистом виде и стехиометри-
ческого состава очень плохие  проводники.                 
Такие соединения с незаполненными                                   
внутренними 3d-оболочками, как NiO, CoO,                          
в терминах зонной теории при низких темпера-
турах должны быть проводниками. Действи-
тельно, уровни энергии электронов 3d-оболочки 
атома кристаллов типа NiO образуют энергети-
ческую зону, рассчитанную на 10 электронов, 
которая в соответствии со структурой решетки 
разделяется на две подзоны из шести и четырех 
электронов [32]. Одна из этих подзон окажется 
частично пустой (Ni, например, имеет конфигу-
рацию 3d8s) и согласно ожиданиям зонной           
теории с понижением температуры проводи-
мость должна только увеличиваться. Однако, 
несмотря на это, при низкой температуре                  
материалы этого типа являются полупровод-
никами или изоляторами. Резкий переход                 
(до девяти порядков) при изменении условий 
(таких как температура, давление, легирование) 
из состояния, когда материал является провод-
ником в состояние, когда его проводимость           
падает, и он становится полуметаллом или            
диэлектриком, и соответственно наоборот назы-
вают переходом Мотта (Мотта–Хаббарда).              
Переход Мотта–Хаббарда отличается от другого 
типа перехода металл–диэлектрик (Пайерлса) 
тем, что для него незначительны структурные 
изменения решетки, а основную роль, как пока-
зано ниже, играют перестройки в электронной 
системе. При этом в спектре электронов                    
появляется щель.  

Мотт и Пайерлс [33] интуитивно попытались 
дать качественную картину поведения                          
электронов в моттовских диэлектриках,                    
выдвинув предположение, что электроста-
тическое взаимодействие электронов в                          
d-состояниях переходных атомов может                  
обусловливать такой характер проводимости  
материалов. Если проницаемость межатомных 
потенциальных барьеров низка (имеется                
глубокая яма), рассуждали они, при низких            

температурах большинство электронов не              
покинут своих атомных остовов, а движению 
остальных электронов, которым удастся                    
преодолеть межатомный потенциальный барьер, 
будет препятствовать электростатическое оттал-
кивание электронов, локализованных на              
соседнем атоме.  

В последующих работах [34, 35] переход 
Мотта–Хаббарда рассматривается в рамках   
приближения решетки водородоподобных                
атомов с постоянной решетки a, которая может 
меняться. Также произведена количественная 
оценка эффектов корреляции, показавшая, что 
правильный их учет при условии изменения           
постоянной решетки а допускает существование 
диэлектрического состояния при не полностью 
заполненной электронами энергетической зоне. 
Если межатомное расстояние а меньше                     
некоторого критического значения a0, то                 
кристалл обладает металлическими свойствами, 
а при большем значении он является изолятором.  

На данный момент проблема моттовских        
диэлектриков решается с помощью модельных 
гамильтонианов теории сильной связи, каковыми 
являются полярная модель Шубина–
Вонсовского, Боголюбова–Тябликова и Хаббарда 
(а также примесные модели, такие как примесная 
модель Андерсона и Кондо) [36]. Переход    
Мотта–Хаббарда управляется соотношением 
двух параметров, которые включены в модели: 
величиной кулоновского взаимодействия между 
электронами U и шириной зоны  проводимости 
W, которую определяет интеграл перескока t, то 
есть или U/W или U/t, а также заполнением зоны 
[37].  

При высоких значениях постоянной решетки 
а модель Хаббарда приводит к состоянию анти-
ферромагнитного изолятора, так что уровни 
энергии электронов образуют две зоны:                 
полностью заполненную и пустую. Их называют 
нижней и верхней хаббардовской подзоной           
соответственно. В этой интерпретации переход 
металл–изолятор проявляется как переход от  
антиферромагнитного металла к антиферромаг-
нитному изолятору, связанный с расщеплением 
подзон. Наиболее благоприятным для                           
реализации перехода является состояние                      
половинного заполнения электронной энергети-
ческой зоны, то есть один электрон на атом.                     
В этом случае имеется электрон-дырочная           
симметрия. 

 

Сильно коррелированная сверхпроводимость 
 

Рассмотрим другое необычное явление,       
которое реализуется в материалах с сильными                             
корреляциями. 

Долгое время переход в сверхпроводящее     
состояние наблюдался только при низких темпе-
ратурах (близких к 0 K), при этом также имел 
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место эффект Мейснера (вытеснение магнитного 
поля из объема сверхпроводника). Однако в 
сплавах и химических соединениях переходных 
металлов температуры сверхпроводящих пере-
ходов наблюдались более высокие (4–23 К).              
В 1979 г. в системах с тяжелыми фермионами, то 
есть в системах с сильно коррелированными 
электронами 4f-оболочек  соединений некоторых 
переходных металлов с высокой эффективной 
массой, обнаруживается объемная сверхпрово-
димость [38, 39]. И настоящим открытием стало 
обнаружение Беднорцем и Мюллером [40], что 
температура сверхпроводящего перехода             
керамики на основе оксида меди, лантана и      
бария составляет 30 К. Это открытие высокотем-
пературной сверхпроводимости породило волну 
экспериментальных исследований, направ-
ленных на получение керамик на основе            
купратов, и изучение их сверхпроводящей фазы. 
Со структурной точки зрения купраты представ-
ляют собой слои меди и кислорода, зажатые 
между другими веществами (La, Ba, Hg). 

В 1987 г. была получена керамика с темпера-
турой сверхпроводящего перехода под                      
давлением 93 К, что выше точки кипения азота 
[41]. В связи с этим согласно одной класси-
фикации высокотемпературными считаются 
сверхпроводники, критическая температура            
которых выше 30 K (будем придерживаться этой 
классификации), согласно другой – не ниже     
точки кипения азота. Рекордная и по сей день 
при нормальном давлении критическая темпера-
тура сверхпроводящего перехода (до 135 К) была 
обнаружена в ртутьсодержащих керамиках             
[42, 43], а при высоком давлении – в гидридах 
LaH10 и супергидридах лантана LaH16 [44].                
При этом температуры сверхпроводящего               
перехода таких систем могут приближаться к 
комнатной.  

Высокотемпературная сверхпроводимость   
реализуется также в фуллеридах; в 1991 г. обна-
ружено, что фуллерид RbCs2C60 имеет темпера-
туру сверхпроводящего перехода 33 K [45], а 
Cs3C60 под давлением показал температуру 
сверхпроводящего перехода 40 К [46]. Начиная с 
1999 г. высокие критические температуры обна-
руживаются в оксидных сверхпроводниках, не 
содержащих медь, таких как, например, моно-
кристалл перовскитного диэлектрика оксида 
вольфрама Na0.05WO3, допированного натрием, 
его критическая температура составляет 91 К 
[47]). 

В 2001 г. группа японских ученых                  
обнаружила способность простого соединения 
интерметаллида MgB2 переходить в сверхпрово-
дящее состояние при температуре около 39 K 
[48]. Следующим важным экспериментальным 

фактом явилось обнаружение нового класса 
сверхпроводников – железосодержащих сверх-
проводников [49]. Эта группа высокотемпера-
турных сверхпроводящих материалов                       
представлена ферропниктидами (соединения  
железа с элементами из группы пникдитов) и 
феррохалькогенидами (соединения железа с  
элементами из группы халькогенидов). Это, как 
и купраты, слоистые соединения, структурной 
особенностью которых является наличие слоев 
железа и элементов из групп халькогенидов или 
пниктидов (кислородсодержащие и некисло-
родные), зажатых между слоями других                     
элементов. Температура сверхпроводящего       
перехода у сверхпроводников этого класса        
составляет около 56 K. 

Таким образом, на данный момент высоко-
температурная сверхпроводимость наблюдается 
в следующих основных классах материалов:          
керамики на основе купратов, а также монокри-
сталлы и тонкие пленки на основе оксида меди, 
безмедные сверхпроводники (например, 
Na0.05WO3), фуллериды, железосодержащие 
сверхпроводники (ферропниктиды, феррохаль-
когениды), супергидриды; в отдельную группу 
следует отнести диборид магния. 

В высокотемпературных сверхпроводниках, 
таких как купраты, железосодержащие сверхпро-
водники, а также низкотемпературные                    
органические сверхпроводники, наблюдается 
еще одно удивительное свойство – возможность 
одновременного сосуществования двух дальних 
упорядочений:   магнитного порядка и сверхпро-
водимости. Сверхпроводящая фаза керамик на 
основе купратов может сопровождаться                     
антиферромагнетизмом и ферромагнетизмом, а 
железосодержащих сверхпроводников – состоя-
нием волны спиновой плотности, зарядовой 
плотности и недавно наблюдаемым магнитным 
упорядочением – спин-вихревой кристалл              
(spin-vortex crystal) [50].  

Долгое время механизм сверхпроводимости 
оставался тайной. Лишь в конце 50-х гг.                  
прошлого  века микроскопическая теория сверх-
проводимости была предложена и развита                  
Бардином, Купером, Шриффером (теория БКШ) 
[51, 52], а также Боголюбовым [53] и Горьковым 
[54]. Это стало возможным благодаря                     
обнаружению изотопического эффекта (изотопи-
ческий эффект показывает корреляцию между 
температурой сверхпроводящего перехода Tc и 
массой ионов в узлах кристаллов), который             
подтвердил предположение о причастности к 
данному явлению взаимодействия электронов с 
фононами.  

Теория БКШ предлагает следующий                   
механизм появления сверхпроводимости. При 
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низких температурах (близких к 0 K) за счет           
косвенного взаимодействия движущихся               
электронов и ближайших к ним положительно 
заряженных ионов возле них возникает отрица-
тельный потенциал, притягивающий к                 
электрону соседний электрон с противо-
положным спином и импульсом. Это происходит 
в слое k-пространства вблизи поверхности            
Ферми и глубины порядка предельной частоты 
фононных колебаний, то есть дебаевской             
частоты. Связанные между собой пары                  
электронов представляют квазичастицы, которые 
ведут себя как бозоны. Их называют куперов-
скими парами. Они являются квазибозонами и 
способны образовывать бозе-эйнштейновский 
конденсат. В основном состоянии они все поко-
ятся либо движутся когерентно. Согласно БКШ, 
бозе-эйнштейновская конденсация пар                        
электронов, связанных через колебания ионов 
решетки (фононов), и есть причина когерентного              
движения пар электронов без сопротивления и 
появления сверхпроводимости.  

Модель БКШ основывается на гамильтониане 
Фрёлиха и применима для описания сверхпро-
водимости узкого класса материалов:                       
изотропных сверхпроводников со слабым                
кулоновским взаимодействием. Учет                            
кулоновского взаимодействия был произведен 
Боголюбовым, Толмачевым и Ширковым [55]. 
Модель, учитывающая анизотропию поверх-
ности Ферми сверхпроводников с перекрываю-
щимися энергетическими зонами, предложенная 
в 1959 г. В.А. Москаленко [56] и независимо 
Сухлом [57], является обобщенной версией            
модели БКШ – двухзонной модели сверхпрово-
димости. В ней предполагается наличие двух 
энергетических зон и возможность перехода пар 
электронов, образованных внутри одной зоны, в 
другую. Благодаря возникновению как внутри-
зонного, так и межзонного косвенного электрон-
ного взаимодействия, приводящего к дополни-
тельному притяжению между электронами, такие 
сверхпроводники могут обладать более высокой 
критической температурой сверхпроводящего 
перехода. Эта модель и развитые на ее основе 
методы расчета физических параметров                       
получили экспериментальное подтверждение 
полвека спустя (см., например, [58]) после обна-
ружения высокой температуры сверхпро-
водящего перехода у интерметаллида MaB2. 
Кроме того, она подходит также для описания 
многозонных высокотемпературных сверхпро-
водников, в которых можно пренебречь учетом 
сильных корреляций [59].  

Таким образом, появился вопрос о механизме 
образования куперовских пар в высокотемпе-
ратурных сверхпроводниках (хотя роль фононов 

не исключена, чисто фононный механизм в связи 
с высокими температурами маловероятен).            
По-видимому, он может отличаться у различных 
типов высокотемпературных сверхпроводников. 
В нем могут участвовать как спиновые                   
флуктуации (см., например, [60]), так и сильное 
кулоновское и электрон-фононное взаимодей-
ствия. Соответственно каждый из классов высо-
котемпературных сверхпроводников требует     
отдельного рассмотрения. 

Если речь идет об узкозонных системах, то 
сверхпроводимость в них является скорее         
атомистическим свойством, и такие характери-
стики сверхпроводника, как температура сверх-
проводящего перехода и др., должны опреде-
ляться в первую очередь локальными характери-
стиками. Это обстоятельство послужило поводом 
для анализа моделей Хаббарда и примесной          
модели Андерсона в качестве кандидатов на  
возникновение сверхпроводимости в рамках этих 
моделей. 

В работе [61] показано, что возможно возник-
новение эффективного притяжения между                        
ближайшими электронами с антипараллельными 
спинами (а значит, и сверхпроводимости) в          
моделях примесной Андерсона и Хаббарда в 
пределе большого кулоновского отталкивания 
электронов одного узла U → ∞. Также в работе 
1986 г. при рассмотрении трехмерной модели 
Хаббарда было показано, что спиновые                 
флуктуации (вызванные обменом парамагно-
нами) около нестабильности состояния волны 
спиновой плотности (ВСП) обусловливают  
сильное синглетное d-волновое спаривание                
электронов с антипараллельными спинами [62]. 

Андерсон [63] предположил, что механизм 
сверхпроводимости в керамиках на основе           
оксида меди имеет чисто электронную и                 
магнитную природу, а взаимодействие с                
фононами может этому благоприятствовать. 
Подходящей моделью для описания этих сверх-
проводников Андерсон считает модель Хаббарда 
c половинным заполнением зоны и с сильным 
кулоновским взаимодействием U, а также           
константы обменного антиферромагнитного  
взаимодействия J = t2/U. В работе [64] методами 
теории возмущений в приближении малого t и  
(U → ∞) показано, что в многозонной модели 
Хаббарда возможно возникновение сверхпрово-
димости, обусловленной спариванием                          
d-электронов (механизм сверхпроводимости  
благодаря зарядовым флуктуациям). Также в  
периодической модели Андерсона авторы            
пришли к выводу, что возможно возникновение 
сверхпроводимости по причине появления                
эффективного притяжения и образования               
куперовских пар d-электронов [65]. В последу-
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ющем обобщенная периодическая модель           
Андерсона, описывающая две группы сильно 
коррелированных (dd и ff) электронов с                         
локальной гибридизацией состояний и                         
перескоком dd-электронов между узлами                  
решетки, исследуется с точки зрения возможных 
механизмов появления связанных электронных 
пар с использованием метода среднего поля в 
[66]. Здесь авторы пришли к выводу, что имеется 
несколько факторов, способствующих образова-
нию сверхпроводящих пар: во-первых, это син-
глетное состояние с отрицательной энергией, 
которое содержит выигрыш энергии благодаря 
эффекту Кондо, который приводит к появлению 
притяжения между электронами; во-вторых, 
наличие корреляционных переходов, которые 
порождают флуктуирующие пары электронов с 
противо-положными спинами, принадлежащие к 
обеим орбиталям (спин-флуктуационный меха-
низм). Туннелирование электронных пар между               
различными орбиталями также способно             
привести к дополнительному притяжению между 
электронами. 

Несмотря на интенсивное изучение моделей 
СКС, в частности, существования сверхпроводи-
мости в модели Хаббарда, до сих пор получены 
противоречивые результаты. Так, в недавней  
работе 2020 г. показано отсутствие сверхпрово-
димости в двухмерной модели Хаббарда [67]. 
При этом авторы использовали современные  
вычислительные методы – квантовый метод 
Монте–Карло и метод ренормгруппы матрицы 
плотности. В работе 2022 г. [68] в рамках              
динамической теории среднего поля (ДТСП) в 
качестве механизма образования сверхпро-
водящих пар в модели Хаббарда опять предла-
гаются те же антиферромагнитные флуктуации, 
причем как в недопированном, так и в сильно 
допированном режимах. 

Возможно, эти противоречивые результаты 
связаны с использованием различных теорети-
ческих методов и приближений. 

 
ДИАГРАММНАЯ ТЕХНИКА  

СИЛЬНОЙ СВЯЗИ 
 

В рамках теории динамического среднего           
поля (DMFT) [69–72] достигнуты значительные 
успехи в понимании явлений СКС, что связано в 
том числе с возможностью комбинирования            
этого метода с методом производящего функци-
онала (DMF + DFT) и другими (см., например, 
обзор [72]).  

Одним из самых эффективных методов            
исследования квантовой статистики является  
аппарат функций Грина. Для их вычисления           
используются методы расцепления цепочки 
уравнений движения, вспомогательных                     

бозонных полей, резольвенты, численный метод 
Монте–Карло, метод вариационных                          
производных, диаграммный метод и др.  

Рассмотрим метод диаграммной техники,    
являющийся графическим представлением       
теории возмущений для функции Грина.                       
Он позволяет получать физические величины, 
например, плотность электронных состояний, 
вычисленные в приближениях, полученных 
внутри этого метода. В теории слабого взаимо-
действия он основывается на разложении                  
S-матрицы и теореме Вика. За гамильтониан   
нулевого приближения обычно принимается       
гамильтониан системы свободных частиц,        
который имеет билинейную форму. В случае же 
сильной связи взаимодействия необходимо 
включать в гамильтониан нулевого                 
приближения, поэтому теорема Вика не                 
применима.  

Впервые Хаббард выполнил разложение в ряд 
теории возмущений для своей модели на основе 
кумулянтного разложения Кубо [73] и методики 
операторов Xаббарда [11]. Вакс, Ларкин и Пикин 
[74], Изюмов, Кассан-оглы и Скрябин [75] разра-
ботали диаграммную технику для спиновых                         
операторов. Слободян и Стасюк [76], а также 
Зайцев [77] предложили диаграммную технику 
для операторов Хаббарда, базирующуюся на 
теореме Вика и кумулянтных разложениях, и 
способ вычисления функций Грина и корреляци-
онных функций, построенных на таких                   
операторах. Она была использована для               
изучения как магнитных, так и сверхпроводящих 
фаз модели (см., например, [78]). Аналогичный 
подход развивается для модели Хаббарда в                
работе [79] и для примесной модели                  
Андерсона в [80]. 

Диаграммная техника сильной связи,                       
основанная на более простой алгебре Ферми-
операторов, впервые разработана в 1991 г. 
Мецнером [81] и независимо В.А. Москаленко 
[28, 29]. Последняя в отличие от диаграммной 
техники [81] позволяет сформулировать для 
функций Грина сильно коррелированных элек-
тронов уравнение типа Дайсона. 

Другая диаграммная техника сильной связи 
предложена в работе [82]. Эта диаграммная   
техника развивается на основании формализма 
интегралов по траектории. Проблема невозмож-
ности использования теоремы Вика решается с 
помощью преобразования Хаббарда–
Стратоновича, которое заключается в выражении 
части действия возмущения в модели Хаббарда 
через интеграл Гаусса по дополнительному полю 
Грассмана [83]. Теория возмущений, основанная 
на формализме интегралов по траекториям,    
также развивается в работе [84]. 
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Диаграммная техника [85] сформулирована 
для среднего значения величины кулоновского              
отталкивания. Разложение по интегралу                   
перескока выражается, как и в диаграммной         
теории Москаленко, в терминах одноузельных 
кумулянт операторов рождения и уничтожения 
электронов. Однако для функции Грина было 
получено уравнение типа Ларкина, которое было 
решено в однопетлевом приближении,                          
в двумерном случае, а также в приближении    
соседних перескоков и в случае половинного за-
полнения зоны проводимости.  

Диаграммная техника [28, 29] обходит невоз-
можность применения теоремы Вика с помощью 
обобщения этой теоремы на небилинейные     
гамильтонианы. Небилинейность обусловливает 
возникновение неприводимых многочастичных 
локальных структур (одного атома или узла) – 
кумулянтов Кубо, называемых также неприво-
димыми функциями Грина. Они учитывают как 
спиновые, зарядовые, так и парные флуктуации 
системы. Согласно обобщенной теореме Вика 
(ОТВ) среднее от T-произведения электронных 
операторов в представлении взаимодействия с 
гамильтонианом H0 может быть представлено 
в виде суммы, которая содержит помимо парных 
одноузельных произведений операторов              
(отвечающих обычной теореме Вика) также           
неприводимые одноузельные многочастичные 
структуры – кумулянты Кубо. Кумулянты обра-
зуются по правилу вычитания из полной               
функции Грина тех структур, которые                            
характерны для обычной теоремы Вика.                      
В случае, когда гамильтониан H0 описывает           
систему без взаимодействия, эти неприводимые 
структуры тождественно обращаются в нуль, а 
обобщенная теорема Вика переходит в обычную 
теорему Вика. Все знаковые множители                     
слагаемых ОТВ определяются четностью                
перестановок фермиевских операторов, необхо-
димых для образования из исходного произве-
дения операторов данной структуры. При этом 
следует соблюдать условие, чтобы под знаком  
Т-произведений всегда оставалось одинаковое 
число операторов рождения и уничтожения  
электронов, если речь идет о нормальной                   
системе, и четное число операторов для сверх-
проводящей системы. 

Функции Грина нулевого приближения,           
определяющие локальные или атомные свойства 
системы, можно точно вычислять с помощью 
методики X-операторов (или операторов         
Хаббарда) либо на основе представления            
электронных операторов в терминах вспомога-
тельных бозонных полей (slave-boson) [86–88]. 

На основании ОТВ исследовательская группа 
В.А. Москаленко в дальнейшем развивает                            

диаграммную технику для модели Хаббарда в 
целях изучения перехода металл–диэлектрик 
Мотта [89] и для исследования вопроса                
существования сверхпроводимости в модели в 
предположении половинного заполнения зоны 
[90, 91]. Для исследования сверхпроводящей  
фазы предполагается существование сверхпро-
водящих пар, и разложение в ряд теории возму-
щений по интегралу перескока также                 
выполняется для аномальных функций Грина. 
Для функций Грина локализованных электронов 
удается получить уравнение типа Дайсона.  

Соответствующее уравнение типа Дайсона 
для одноэлектронной функции Грина Gσ(k, iω) 
имеет вид: 
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где σ, k, ω – соответственно проекция спина,   
импульс электрона и матцубаровская частота;                         
ε(k) – Фурье-образ интеграла перескока,                
представляющий собой энергию электрона в 
зоне проводимости. Роль сильных межэлект-
ронных корреляций, содержащихся в модели     
Хаббарда, проявляется в структуре величины 
Z0(k/iω0), которую авторы называют корреляци-
онной функцией. Она содержит все флуктуации 
системы и связана с величиной Λσ (массовым 
оператором) равенством: 
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здесь ( )0
σ ,G k iω – функция Грина нулевого при-

ближения модели Хаббарда.  
В самом простом приближении (Хаббарда–I 

или среднего поля) все неприводимые функции 
Грина в (2) равны нулю. В этом приближении 
уравнение типа Дайсона имеет вид: 
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Суммирование, учитывающее двухчастичный 
корреляционный эффект, лестничное суммиро-
вание продемонстрированы, например, в работе 
[92]. Это приближение является обобщением 
приближения случайных фаз теории слабой          
связи. Лестничные диаграммы для функции       
Zσ(k, iω) повторяют бесконечное число раз двух-
частичные неприводимые функции Грина. 

В аппроксимации Хаббарда–I, обычно доста-
точной для описания нормальной фазы модели               
Хаббарда, была получена система уравнений, 
определяющая сверхпроводящую фазу модели                      
Хаббарда [90]. По-видимому, это уравнение не 
имеет решения, и авторы пришли к выводу, что 
сверхпроводящая фаза не может реализоваться 
при данном приближении. В другой работе    
рассматривается модель Хаббарда в случае     
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отклонения от половинного заполнения зоны, а 
также получено уравнение, определяющее            
температуру сверхпроводящего перехода [91]. 

Диаграммная техника также была развита для 
анализа примесной [93] и периодической            
моделей Андерсона [66, 94–97], которая              
представляет особый интерес при исследовании 
сверхпроводимости. При этом для подсистемы 
сильно коррелированных локализованных          
электронов применяется    обобщенная теорема 
Вика, а для подсистемы электронов проводи-
мости обычная теорема Вика. Для                          
одночастичных функций Грина электронов           
проводимости были получены уравнения               
Дайсона и уравнения типа Дайсона для подси-
стемы сильно коррелированных локализованных 
электронов. В работе [98] при исследовании 
сверхпроводящего состояния периодической  
модели Андерсона для равноправного описания 
как нормальных, так и аномальных функций 
Грина вводится дополнительное зарядовое кван-
товое число, которое отличает операторы                 
рождения электронов от операторов уничто-
жения. Полученные уравнения допускают                    
существование как синглетной, так и триплетной 
сверхпроводимости. 

И. Г. Медведев использует ОТВ для опреде-
ления термодинамического потенциала                      
примесной  модели Андерсона [99]. В работе 
[100], посвященной рассмотрению конкури-
рующих фаз – состоянию волны спиновой             
плотности антиферромагнетизма и сверхпрово-
димости (обусловленной корреляциями),                    
получен удивительный результат: появляется 
триплетная сверхпроводимость при условии               
сосуществования синглетной сверхпроводимости 
и антиферромагнетизма. 

 
МЕЖОРБИТАЛЬНЫЙ КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ 
ЭФФЕКТ И ВЗАИМОВЛИЯНИЕ СИЛЬНЫХ  

МЕЖЭЛЕКТРОННОГО И ЭЛЕКТРОН-
ФОНОННОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ 

 
Межорбитальный корреляционный эффект 

 
Значительные результаты в исследовании   

роли связи Хунда (обменного взаимодействия 
Хунда, или интеграла Хунда) IH в определении 
перехода металл–диэлектрик Мотта–Хаббарда и 
сверхпроводимости в многоорбитальных              
системах достигнуты благодаря развитию метода 
ДТСП. Так, с помощью ДТСП исследуется роль 
связи Хунда в переходе Мотта в рамках                 
двухзонной модели Хаббарда при T = 0 с исполь-
зованием метода численной ренормгруппы 
Вильсона [101]. В работе [102] с помощью           
приближения обобщенного среднего поля была 

вычислена одночастичная функция Грина и 
энергетический спектр квазичастиц, исследуется 
переход металл–диэлектрик при различных     
целочисленных значениях концентрации       
электронов.  

Путем комбинирования ДТСП с методом   
точной диагонализации [103] и квантового       
метода Монте–Карло [104] исследуется                    
стабильность металлического состояния в 
двухорбитальной модели Хаббарда при                    
половинном заполнении зоны. Изучено влияние 
внутризонных и межзонных                                     
кулоновских взаимодействий совместно со      
связью Хунда на поведение перехода металл–
диэлектрик. Обнаружено, что когда внутри-
зонное и межзонное кулоновские взаимодей-
ствия почти равны, то Ферми-жидкостное        
состояние стабилизируется за счет орбитальных 
флуктуаций вплоть до достаточно больших     
взаимодействий. 

Проанализирована двухорбитальная модель 
Хаббарда при произвольном заполнении зоны с       
помощью подхода функционала собственной 
энергии [105] и обсуждается конкуренция между       
металлическим и диэлектрическим состояниями 
в системах с одинаковой и разной шириной    
зоны. Установлено, что диэлектрическая фаза 
Мотта реализуется при соизмеримых                          
заполнениях зон. Кроме того, выясняется, что 
орбитально-селективная фаза Мотта, в которой 
одна орбиталь локализована, а другая нет, стаби-
лизируется даже при частичном заполнении зон 
в системе с различной шириной зоны. Путем 
комбинирования методов ДТСП и точной             
диагонализации была проанализирована                                    
многоорбитальная модель Хаббарда [106]. 

Модель Хаббарда с двукратным и четырех-
кратным орбитальным вырождением проанали-
зирована и в работе [107] с использованием     
метода вспомогательных бозонных полей для 
исследования роли связи Хунда в переходе    
Мотта, реализуемом в ферропниктидах.                
Установлено, что в двукратно вырожденной    
модели Хаббарда переход Мотта также                 
осуществляется при половинном заполнении   
зоны. Природа моттовского диэлектрика зависит 
от отношения U/U′ (где U, U′ – внутри- и межор-
битальное взаимодействия соответственно).             
При U > U′ изолятор представляет собой высо-
коспиновое моттовское состояние (триплетное) с 
нулевой двойной заселенностью. При U′ > U, 
напротив, изолятор является синглетным        
моттовским состоянием с ненулевым двойным 
заселением. При сильной связи Хунда                    
происходит переход в локализованное высокос-
пиновое состояние моттовского изолятора, а при 
нулевой и слабой – в среднеспиновое                
изолирующее состояние, что можно рассматри-
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вать как орбитально-селективный переход                 
металл–изолятор. Низкоспиновое орбитально-
моттовское состояние неустойчиво по                        
отношению к зонному изолятору. В случае,      
когда орбитальное вырождение снимается, его 
можно рассматривать как частный случай орби-
тально-поляризованного изолятора.  

Роль интеграла Хунда IH была изучена в    
рамках γ-модели, введенной в контексте сверх-
проводимости вблизи квантовой критической 
точки (см. [108] и цитируемую литературу), а 
также других моделей магнитных примесей и 
квантовых точек, таких как примесные модели 
Кондо и Андерсона с двукратным вырождением 
[109]. Квантовым методом Монте–Карло изучена 
двукратно вырожденная модель Андерсона [110]. 
Показано, что при слабом или среднем взаимо-
действии основное состояние остается Ферми-
жидкостью. Кроме того, найдено, что внутриа-
томное обменное взаимодействие приводит к 
возникновению притяжения между электронами 
зоны проводимости с параллельными спинами в 
одном орбитальном состоянии.  

Исследование модели Андерсона с                        
двукратным вырождением в работах [111, 112] 
привело к различным предсказаниям относи-
тельно поведения температуры Кондо как                    
функции от IH. Вопрос исследовался путем    
применения к некоторым моделям комбиниро-
ванного метода численной ренормгруппы и     
перенормированной теории возмущений. Иссле-
дована также фазовая диаграмма примесной   
модели Андерсона с использованием метода 
численной ренормгруппы Вильсона и                      
показано, что физическое поведение примесной 
модели Андерсона в окрестности нетривиальной   
неподвижной точки напоминает поведение  
двухпримесной модели Кондо. Эта неподвижная 
точка находится в непосредственной близости к 
переходу металл–диэлектрик при изменении   
интеграла Хунда. 

 
Системы с одновременно сильным  

взаимодействием друг с другом и с фононами     
    

Роль электрон-фононного взаимодействия в 
системах, в которых имеется как сильная 
электрон-фононная связь, так и сильное 
кулоновское взаимодействие локализованных 
электронов, анализируется в основном в рамках 
модели Хаббарда–Холстейна, которая была 
исследована разными методами. Например, 
методом уравнений движения для двувременной 
запаздывающей функции Грина [113], 
ренормгруппы матрицы плотности [114], 
квантовым методом Монте–Карло [115] и др. 

Исследование перехода Мотта–Хаббарда в 
Ti2O3 в рамках модели Хаббарда–Холстейна 
выявило, что для s.c. и b.c.c. зонных структур с 
сильной связью и для доминирующей моды 

оптических фононов, равной половине вектора 
обратной решетки, при возрастании температуры 
в системе реализуется непрерывный переход 
металл–диэлектрик. Он происходит в результате 
перекрытия пиков в функции плотности 
состояний при увеличении температуры [113]. 
Изменение удельной теплоемкости также 
характерно для перехода изолятор–металл.  

Влияние электрон-фононного взаимодействия 
на переход металл–диэлектрик и его 
конкуренция с электрон-электронным были 
изучены как в случае половинного заполнения 
зоны [114, 115], так и отклонения от него. При 
доминировании взаимодействия локализованных 
электронов друг с другом U переход 
осуществляется в моттовский изолятор, а если 
доминирует величина электрон-фононного 
взаимодействия g, то переход осуществляется в 
так называемое биполяронное локализованное 
состояние (биполяронный изолятор).                             
В последнем случае локализованные электроны 
проявляют тенденцию образовывать биполярон, 
то есть пару сильно связанных между собой 
электронов за счет общих фононов 
(возбужденных ими). Исследование фазовой 
диаграммы модели Хаббарада–Холстейна также 
показало, что в случае половинного заполнения 
зоны основное состояние является 
антиферромагнитным изолятором при 
доминировании U и состоянием волны зарядовой 
плотности (или биполяронного изолятора) при 
доминировании g [115]. 

Касательно роли электрон-фононного 
взаимодействия в сверхпроводниках, в которых 
эта связь велика, теоретические исследования 
демонстрируют как благоприятствующее 
спариванию электронов влияние, так и 
возможный поляронный (биполяронный) 
механизм сверхпроводимости. Так, в работе 
[116] найдено, что электрон-фононное 
взаимодействие может индуцировать                           
s-компоненту в d-волновую яму в (d+s)-форме с 
анизотропией взаимодействия и в (d+is)-форме 
без анизотропии соответственно. Однако в 
любом случае Tc не увеличивается по сравнению 
с чистым d-спариванием (без взаимодействия с 
фононами). В то же время анизотропное 
взаимодействие фононов может значительно 
усиливать само d-спаривание и, следовательно, 
критическую температуру вместе с взаимо-
действием спиновых флуктуаций. Интересно, 
что спаривание этого типа (d-волновые 
антиферромагнитные спиновые флуктуации + 
электрон-фононное взаимодействие) демонст-
рирует сильно уменьшенный изотопический 
коэффициент, несмотря на значительное 
усиление Tc за счет фононного взаимодействия. 
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Показано [117], что для одномерного                
электронного газа с сильным электрон-
электронным взаимодействием и слабым притя-
гательным косвенным электрон-фононным взаи-
модействием сверхпроводящие флуктуации    
могут происходить при высоких температурах. 
При этом доминантный вклад также                          
принадлежит электрон-электронному отталки-
ванию. Найдена и сверхпроводящая фаза модели, 
которая возникает, когда оба взаимодействия 
малы.  

Этот вопрос требует отдельного подхода при 
рассмотрении соединений класса ферропникти-
дов и феррохалькогенидов, поскольку           воз-
никают разные представления о механизме появ-
ления сверхпроводимости. Одно из них            
заключается в том, что в системах, в которых 
имеются электронные зоны на поверхности 
Ферми, основным механизмом взаимодействия 
при возникновении сверхпроводимости являются 
спиновые флуктуации. В других соединениях     
(с другой базовой сверхпроводящей плоскостью) 
такой механизм не может быть реализован из-за 
отсутствия вложенности в электронном энерге-
тическом спектре и отсутствия магнитного      
обменного взаимодействия.  

 В железосодержащих сверхпроводниках  
влияние электрон-фононного взаимодействия на 
сверхпроводящие характеристики было изучено 
методом ренормгруппы [118]. Исследование    
показало, что в механизме спаривания                     
электронов доминантную роль играет взаимо-
действие между электронами (в том числе в    
различных орбитальных состояниях).                        
А «аномальный» изотопический эффект объяс-
няется многозонностью – включением субдоми-
нантных взаимодействий (межзонных и внутри-
зонных). Примечательно также то, что знак пока-
зателя степени изотопического коэффициента α 
зависит от того, подвергаются ли межзонные 
и/или внутризонные взаимодействия изотопным 
заменам. 

Сильно коррелированные электронные                
системы при сильном взаимодействии с                 
фононами также были проанализированы с       
помощью диаграммной техники сильной связи в 
рамках модели Хаббарда–Холстейна                            
[25, 119–120]. Этот подход использует канони-
ческое преобразование Ланг–Фирсова, которое 
позволяет исключить линейные по фононной 
координате члены гамильтониана и сводит              
задачу к рассмотрению движущихся поляронов 
(электронов, окруженных фононными облаками). 
При этом возникает новая группа средних произ-
ведений, сформированная из операторов                  
фононных облаков. Для этой группы была пред-
ложена обобщенная теорема Вика [119, 120].  

Исследование модели Хаббарда–Холстейна           
позволило предложить новый механизм сверх-
проводимости – поляронный [25]. Он основы-
вается на предположении о спаривании                        
поляронов путем обмена фононными облаками. 
Под поляроном в общепринятом смысле пони-
мают квазичастицу, возникающую в результате 
динамического взаимодействия носителя заряда 
(как правило, электрона) с кристаллической         
средой. В этой работе получено уравнение, опре-
деляющее критическую температуру в предпо-
ложении высокого значения частоты коллек-
тивной моды и случая, близкого к половинному 
заполнению зоны. Параметры, определяющие 
критическую температуру: ωc (ωc ≥ W/4) и ε = 0 
(случай половинного заполнения зоны).                           
В пределе сильной связи получено значение    
критической температуры порядка частоты     
коллективной моды ωc/3. В работе [121] обсуж-
дается спаривание электронов в присутствии 
акустических фононных облаков и определяется 
критическая температура сверхпроводящего      
фазового перехода для частного случая U < 0. 

Исследования поляронной сверхпрово-
димости в модели Хаббарда–Холстейна [122] 
показали, что остаточное кинематическое взаи-
модействие, пропорциональное квадрату энергии 
перескока полярона между поляронами и фоно-
нами создает условие для спаривания поляронов. 
Авторы пришли к выводу, что сверхпроводящая 
нестабильность в d-волновом канале возможна 
при низких температурах перехода и достигает 
своего максимума в регионе перехода (cross-
over) от большого полярона к малому. Показано, 
что s-волновая нестабильность в свою очередь 
невозможна, когда эффективное одноузельное 
взаимодействие поляронов отталкивающее. 

Основные результаты последовательного    
изучения электрон-фононного взаимодействия в 
кристаллах в пределе сильной связи и предполо-
жении возможного поляронного механизма 
сверхпроводимости можно найти в работах      
[23, 24]. В обзорах показано, что образование 
малых поляронов и биполяронов обеспечивает 
ряд новых физических явлений как в                          
нормальном, так и в сверхпроводящем                  
состояниях системы, и рассматриваются два           
механизма сверхпроводимости. Первый                
возникает из-за куперовского спаривания малых 
поляронов в импульсном пространстве              
(поляронная сверхпроводимость). Второй меха-
низм связан со спариванием поляронов в          
реальном пространстве, что приводит к образо-
ванию локализованного биполярона со сверх-
проводимостью, аналогичной сверхтекучести.  
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ВЫВОДЫ 
 

Переход металл–диэлектрик Мотта и высоко-
температурная сверхпроводимость – явления,                
ассоциируемые с физикой сильно коррелиро-
ванных систем. Они реализуются в таких             
материалах, как соединения переходных                
металлов различной структуры, молекулярные 
органические кристаллы и др. Эти явления      
невозможно описать с помощью лишь класси-
ческих теорий, таких как зонная теория                 
Уилсона–Блоха или теория сверхпроводимости 
БКШ. Большинство исследователей сходятся во 
мнении, что в формировании этих явлений     
важную роль играет эффект сильных                         
корреляций, то есть сильное взаимодействие 
электронов, электронов с фононами и их взаимо-
влияние; в многоорбитальных системах особую 
роль играют процессы, обусловленные                        
параметром связи Хунда, внутри- и межорби-
тальными электронными взаимодействиями.  

То обстоятельство, что эти материалы явля-
ются узкозонными системами, привело к пред-
ставлению, что как транспортные, так и сверх-
проводящие свойства этих материалов в первую 
очередь определяются атомистическими харак-
теристиками. Эти явления рассматриваются в 
рамках модельных гамильтонианов сильно     
коррелированных систем, таких как модель     
Хаббарда или примесная модель Андерсона.            
Зачастую в этих системах имеется сильная        
электрон-фононная связь или они являются           
многоорбитальными системами. Орбитальное 
вырождение обусловливает появление                           
обменного взаимодействия Хунда. Последнее, 
наряду с электрон-фононным взаимодействием, 
может играть существенную роль как в высоко-
температурной сверхпроводимости, в частности, 
в механизме образования сверхпроводящих 
электронных пар, так и в переходе металл–
диэлектрик Мотта. При этом у различных       
классов высокотемпературных сверхпро-
водников эти механизмы могут отличаться.                
Для выяснения роли электрон-фононного взаи-
модействия в системах, где оно также велико, 
модельные гамильтонианы СКС часто дополня-
ются гамильтонианом Холстейна, а в много-
орбитальных системах учитываются взаимодей-
ствие и переходы электронов в различных                          
орбитальных состояниях, а также наличие           
внутриатомного обменного взаимодействия 
Хунда.  

Наибольшие успехи в исследовании СКС      
достигнуты на основании теории динамического                
среднего поля в комбинации с теорией произво-
дящего функционала (ДТСП + ТПФ), а также 
метода численной ренормгруппы. 

Еще одним наиболее эффективным остается 
пертурбативный метод вычисления функций 
Грина, в том числе и его графическое представ-
ление, позволяющее суммировать некие               
«главные» поправки к функции Грина нулевого 
приближения. Он основывается на теореме Вика 
для статистических средних упорядоченного во 
времени произведения операторов, а одним из 
способов суммирования «главных» диаграмм 
является уравнение Дайсона, выражающее     
полную функцию Грина через функцию Грина 
нулевого приближения и массовый оператор.      
В случае сильной связи обычная теорема Вика не 
применима из-за небилинейной формы гамиль-
тониана основного приближения, в который 
необходимо включать члены, ответственные за 
сильные взаимодействия.  

Предложены различные пути решения этой 
проблемы: 1) с помощью кумулянтного                    
разложения Кубо и техники операторов                          
Хаббарда удается построить теорию возмущений 
и диаграммную технику на основе операторов 
Хаббарда; 2) используя преобразование                     
Хаббарда–Стратоновича, которое заключается в 
выражении части возмущения действия в модели 
Хаббарда в виде интеграла Гаусса по дополни-
тельному полю Грассмана; 3) с помощью             
обобщенной теоремы Вика. Техника этого типа, 
предложенная В.А. Москаленко и независимо 
Мецнером, работает с простой алгеброй Ферми-
операторов, а диаграммная техника Москаленко 
позволяет также получить уравнение типа     
Дайсона. Последняя диаграммная техника 
успешно развита для анализа модели Хаббарда, 
примесной и периодической моделей Андерсона, 
а также модели Хаббарда–Холстейна и др.      
Для исследования явления перехода Мотта     
рассмотрена нормальная фаза модели, а также 
сверхпроводящая фаза – для изучения                    
возможного появления сверхпроводимости и    
механизмов образования куперовских пар (появ-
ления эффективного притяжения между электро-
нами). Невозможность использования теоремы 
Вика решается с помощью обобщенной теоремы 
Вика. Когда взаимодействие слабо, эта теорема 
переходит в обычную теорему Вика.                        
Это обобщение основывается на статистическом 
кумулянтном разложении Кубо. Помимо членов, 
соответствующих обычной теореме Вика, возни-
кают многочастичные структуры, неприводимые 
функции Грина или кумулянты Кубо, в которых 
отражены все флуктуации системы, обуслов-
ленные взаимодействием. Для функций Грина 
электронов и фононов различных моделей полу-
чены уравнения типа Дайсона. Массовый           
оператор в этом уравнении содержит сумму    
неприводимых функций Грина. Простейшие 
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суммирования, которые были выполнены, – это 
суммирование диаграмм цепочечного типа, соот-
ветствующее приближению Хаббарда–I или 
среднего поля, а также лестничное суммиро-
вание, производящее суммирование простейших 
двухчастичных неприводимых функций Грина и 
являющееся обобщением приближения                
случайных фаз теории слабой  связи.  

Системы, в которых имеется сильное взаимо-
действие электронов друг с другом, а также с 
фононами, исследуются в основном в рамках   
модели Хаббарда–Холстейна. Показано, что при 
определенных значениях доминирующей                
фононной моды в модели возможна реализация 
перехода металл–диэлектрик Мотта при возрас-
тании температуры. В зависимости от того, какое 
взаимодействие является доминирующим в     
системе, а также от заполнения зоны n наблю-
дается различная физическая картина. Система 
находится в состоянии антиферромагнитного 
моттовского изолятора в случае, когда домини-
рует кулоновское взаимодействие U, либо в так 
называемом биполяронном локализованном    
состоянии (или в состоянии волны зарядовой 
плотности) в случае доминирования константы 
электрон-фононного взаимодействия g.  

В сверхпроводящих системах, в которых 
электрон-фононное взаимодействие предпола-
гается значительным, исследования демонстри-
руют, что оно либо несущественно влияет на 
сверхпроводимость, либо благоприятствует             
d-спариванию электронов. Предложены два     
механизма появления сверхпроводящих                  
электронных пар в таких системах: поляронный 
и биполяронный. При исследовании модели             
Хаббарда–Холстейна в системах с сильным            
взаимодействием с оптическими фононами с       
помощью диаграммной техники предложен            
поляронный механизм сверхпроводимости,     
который основывается на предположении о    
спаривании поляронов путем обмена фононными 
облаками, а в случае взаимодействия с акустиче-
скими фононами в модели Хаббарда этим же   
методом показано, что вклад от поляронов несу-
ществен.  

Роль обменного интеграла Хунда IH в                     
основном исследовалась также в рамках метода 
ДТСП. При изучении модели Хаббарда с                
двукратным вырождением этим методом с              
использованием численной ренормгруппы, а 
также методами вспомогательных бозонных    
полей найдено, что природа моттовского диэлек-
трика зависит от   отношения U/U′ (где U, U′ – 
внутри- и межорбитальное взаимодействия               
соответственно).  

Связь Хунда также имеет отношение к объяс-
нению необычного изотопического эффекта в 

многоорбитальных системах типа железосодер-
жащих сверхпроводников. Роль этой связи      
исследована в рамках магнитных примесей и 
квантовых точек, таких как γ-модель, модель 
Кондо и примесная модель Андерсона с                   
двукратным вырождением, что привело к       
различным предсказаниям поведения в этих    
системах температуры Кондо как функции от IH.  
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Summary 
 

The features of materials leading to the effect of  
strong correlation and the phenomena realized in them, 
namely, the metal-insulator Mott transition and high-
temperature superconductivity, were considered.                  
The history of their study was traced. Special attention 
was paid to the study of the role of the interorbital corre-
lation effect and Hund’s coupling in multi-orbital                 
systems, as well as of the electron-phonon interaction in 
the systems with both strong electron-phonon and              
Coulomb interactions. The development of the method of 
the diagram technique of a strong coupling was analyzed, 
and the results obtained on the base of that approach are 
presented. 
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