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Summary 
 

The electrostatic interaction of two isolated earthed uncharged ideally conductive spheres of different 
radiuses placed in an uniform electric field is investigated. It have been shown that dependence of their 
polarization interaction forces on distance between centers at small distances much more weak compare to 
electrostatic interaction of two infinitesimal dipoles. 
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Капиллярный распад заряженных струй жидкости представляет интерес в связи с многочислен-
ными приложениями в различных направлениях техники и химической технологии [1, 2]. Поэтому неод-
нократно исследовался экспериментально [3, 4] и теоретически [511]; тем не менее, некоторые его ас-
пекты остаются неясными. Сказанное относится, в частности, к изучению закономерностей реализации 
спонтанного распада осенесимметричных струй. До сих пор все задачи по диспергированию струй теоре-
тически рассматривались в основном для осесимметричного случая, хотя в реальности чаще всего при-
ходится иметь дело с неосесимметричными струями. В экспериментальных работах [3, 4] подтверждает-
ся увеличение влияния осенесимметричного распада с ростом величины подаваемого на струю электри-
ческого потенциала. В ряде статей подробно исследован распад во внешнем электростатическом поле 
свободно падающих заряженных капель, диспергирование которых связано с  выбросом  и  распадом 
струй. Например,  в [12] зафиксирован  выброс с  противоположных вершин капли вдоль направления 
внешнего электростатического поля струй жидкости, распадающихся на отдельные дочерние капельки 
осенесимметричным образом. При экспериментальном исследовании электростатического распыления 
жидкости с торца капилляра также наблюдается выброс с вершины мениска жидкости на торце капилля-
ра тонких струек жидкости, распадающихся осенесимметричным образом на дочерние капельки [13]. 
Наличие осенесимметричного распада струй жидкости в экспериментах приводит к большому разнооб-
разию наблюдаемых режимов электростатического диспергирования жидкости [14, 15]. Поэтому целью 
этой работы является исследование особенностей реализации неустойчивости осенесимметричных заря-
женных струй электропроводной жидкости. 
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Рассмотрим бесконечную движущуюся вдоль оси симметрии с постоянной скоростью 0U


 

цилиндрическую струю радиуса R вязкой несжимаемой жидкости с массовой плотностью , 
кинематической вязкостью  и коэффициентом поверхностного натяжения , поддерживаемую при 
постоянном электрическом потенциале Ф0. Будем считать, что жидкость является идеально проводящей, 
и электрический заряд распределен по цилиндрической в отсутствии возмущений поверхности струи с 
постоянной поверхностной плотностью заряда 0. Так как рассматриваем бесконечную струю, то для 
упрощения задачи перейдем в инерциальную систему координат, движущуюся вместе со струей с такой 

же скоростью 0U


. Очевидно, что в такой системе отсчета поле скоростей течения жидкости в струе 

 ,u r t
 

 полностью определяется возможными капиллярными колебаниями ее поверхности и является 

величиной такого же порядка малости, что и амплитуда колебаний. В нулевом приближении будем иметь 
неподвижный цилиндрический столб жидкости, а также известные выражения для лапласовского 
давления под цилиндрической поверхностью и давления электрического поля на поверхность 
равномерно заряженного бесконечного цилиндра фиксированного радиуса. 

Математическая формулировка задачи для величин первого порядка малости в безразмерных пе-
ременных, в которых радиус струи R, плотность жидкости  и коэффициент поверхностного натяжения  
равны единице, состоит из уравнений гидродинамики и электростатики: 
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где  ξ , ,z t   возмущение поверхности, вызванное ее капиллярными колебаниями,   кинематическая 

вязкость, zr u,u,u    компоненты поля скоростей,   электрический потенциал,  ,p r t
   гидродина-

мическое давление, p  давление электрических сил и σp   поверхностное натяжение. В уравнениях  

(1) – (7) величины , p, p , p , p   добавки первого порядка малости по ξ , вызванные капиллярными 

колебаниями. 
Решение сформулированной задачи ищем методом скаляризации [16] в цилиндрической системе 

координат r, , z, в виде разложения по малому параметру  , ,z t  , раскладывая поле скоростей 



 

 40

 ,u r t
 

 на сумму трех ортогональных векторных полей при помощи векторных дифференциальных опе-

раторов 
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где  ,j r t
   произвольные скалярные функции. 

После подстановки выписанных решений в граничные условия получается однородная система ли-
нейных алгебраических уравнений для определения амплитудных значений электрического и гидроди-
намического потенциалов. Ее решение существует только если определитель, составленный из коэффи-

циентов при неизвестных, равен нулю: det 0ija    , где )4,3,2,1,( ji . Это условие дает дисперсионное 

уравнение задачи: 
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где    
 xI

xI
xF

m

1m
m

 ; 2
04πχw  ;  


s

kl  22 ; k  волновое число, m  число, характеризующее осене-

симметричность решения,  xIm ,  xKm  модифицированные функции Бесселя первого и второго рода, 

0χ   поверхностная плотность заряда. 

При 0 = 0 выражение (9) совпадает с приведенным в [17] дисперсионным уравнением для струи 
вязкой жидкости. 

Дисперсионное уравнение задачи довольно громоздко, однако для струи маловязкой жидкости, 
когда выполняется условие kl  , оно принимает простой вид: 
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При малой вязкости линейное по s слагаемое в этом уравнении, как и в [17] можно опустить: 
 

 w,k,mfs 2  .                                                                    (11) 

 
Несложно видеть, что при 0f   соотношение (11) определяет инкремент нарастания неустойчи-

вости цилиндрической волны fs  . Приравнивая нулю первую производную от инкремента по вол-

новому числу, можно найти волновое число капиллярной волны с максимальным значением инкремента, 
и подставив его в (11), найти величину самого инкремента. На рис. 1,а,б приведены результаты подоб-
ных расчетов, произведенных с помощью программы аналитических расчетов “Математика”, в виде за-
висимостей:  wss  ,  wkk   для первых пяти значений азимутального числа m. 

Из рис. 1,а видно, что величины инкрементов осесимметричной моды m = 0 и осенесимметрич-
ных мод m = 1,2,3,4, заметно различающиеся при малых значениях w, при достаточно больших значениях 
поверхностной плотности заряда 0χ  (при больших значениях параметра w) становятся примерно равны-

ми. Согласно рис.1,б в такой ситуации волновые числа осенесимметричных волн заметно превышают 
волновое число осесиммметричной волны. Сказанное означает, что оптимальными условиями для реали-
зации неустойчивости поверхности при одном и том же значении электрического потенциала струи об-
ладают сразу осесимметричная и несколько осенесимметричных мод колебаний, различающиеся волно-
выми числами наиболее неустойчивых волн. Таким образом, струя будет дробиться на капли различных 
размеров и будет неустойчива по отношению к смещению струи относительно оси симметрии и к закру-
чиванию вокруг своей оси. "Хлыстообразное" (согласно терминологии [2]) движение наблюдается при    
m = 1, искажение формы сечения струи связано с более высокими модами m = 2,…, что и наблюдалось в 
экспериментах [4, 12, 13]. 

В более общей ситуации, когда линейным по s  слагаемым в (10) пренебрегать нельзя, соответ-
ствующий инкременту неустойчивости положительный корень этого уравнения запишется в виде 

 

     w,k,mfk,mDk,mDs 22   .                                        (12) 

 
Несложно видеть, что критические условия реализации неустойчивости струи в используемом 

приближении от вязкости не зависят. В самом деле, критические условия реализации неустойчивости 
струи невязкой жидкости определяются согласно (11) условием f > 0, при выполнении обратного нера-
венства s становится мнимым, что соответствует периодическому во времени изменению амплитуды 
волн. Из (12) видно, что условие появления положительных решений уравнения (10) (дающих инкремен-
ты неустойчивости) так же имеет вид f > 0.  
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 Рис. 1. Зависимости безразмерного инкремента нарастания неустойчивости s и волнового числа наибо-
лее неустойчивой моды k от параметра w, характеризующего безразмерную поверхностную плотность 
заряда. Номер кривой соответствует номеру азимутального числа m = 0,1,2,3,4 

 

 
а 

                                            
б 

Рис. 2. Зависимости, аналогичные приведенным на рис. 1, полученые при v = 0,5 
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В представляющем интерес (при больших значениях поверхностного заряда) диапазоне величин 

безразмерных волновых чисел k (46) и безразмерных инкрементов неустойчивости ~f (510) (см. 

рис.1,а,б) влияние вязкости на развивающуюся неустойчивость будет слабым и проявляется в снижении 
величин инкрементов и волновых чисел наиболее неустойчивых волн. Это видно из рис.2,а,б, где приве-
дены результаты расчетов для v = 0,5 в виде зависимостей:  wss  ,  wkk   для первых пяти значе-
ний азимутального числа m. Данные рис.2,а,б свидетельствуют о том, что учет вязкости, хотя бы и ма-
лой, дает преимущество развитию неустойчивости осенесимметричных волн. 

Таким образом, анализ дисперсионного уравнения показывает, что в спонтанном капиллярном рас-
паде заряженных (поддерживаемых при постоянном потенциале) струй на капли важную роль в форми-
ровании спектра распределения образующихся капелек по размерам играет неустойчивость осенесим-
метричных волн. 
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Summary 
 

The problem of disintegration of charged jet of ideal conductive fluid has solved. It has been shown that at 
a high surface density of a charge optimal conditions of disintegration of the charged jet on drops have the not 
rotationally symmetric modes. 
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