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Установлено, что равновесная форма заряженной капли в однородном электростатическом по-
ле в расчётах первого порядка малости по величине стационарной деформации может считать-
ся сфероидальной, а ее эксцентриситет зависит от величины заряда и напряженности внешнего 
поля. На пороге потери устойчивости по отношению к суперпозиции собственного и поляриза-
ционного зарядов квадрат равновесного эксцентриситета сильно заряженной капли в слабом 
поле не превышает 0,34, а квадрат равновесного эксцентриситета слабо заряженной капли в 
сильном поле (в смысле возможности реализации неустойчивости) не превышает 0,78. 
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ВВЕДЕНИЕ  
 

Вопрос о равновесной форме заряженной 
капли во внешнем однородном электростатиче-
ском поле в процессе её электростатического 
распада на дочерние капли представляет как 
научный, так и практический интерес в связи с 
многочисленными приложениями этого процесса, 
например, в физике атмосферы в грозовых обла-
ках [1]; в технике и различных технологиях [2]; в 
приборостроении, в жидкостной масс-спектро-
метрии как основной объект [3] и жидкометал-
лических источниках ионов как паразитное явле-
ние [4].  

Известно [5–7], что неподвижная незаряжен-
ная капля во внешнем однородном электростати-
ческом поле напряженностью E0 принимает рав-
новесную форму сфероида, вытянутого по полю 
с эксцентриситетом 2

0 09 16πσ ,e E R где R – ис-

ходный радиус сферической капли;  – коэффи-
циент поверхностного натяжения жидкости. 
Спрашивается, что произойдёт с формой капли, 
если на неё поместить ещё заряд Q? В этом слу-
чае на капле будет находиться и свободный за-
ряд, и поляризационный, который в районе эква-
тора капли меняет знак. Из общефизических со-
ображений ясно, что форма капли станет груше-
видной с утолщением на том конце капли, где 
знак поляризационного заряда совпадает со зна-
ком свободного заряда, и с утоньшением – на 
противоположном конце капли, где знаки поля-
ризационного и собственного зарядов противо-
положны. От соотношения величин поляризаци-
онного и собственного зарядов будет зависеть и 
степень грушевидности: она будет малой при 
большой величине собственного заряда и        
малой – поляризационного или, наоборот, при 

большом поляризационном заряде и малом соб-
ственном. Степень грушевидности будет боль-
шой при сравнимых величинах собственного и 
поляризационного зарядов. Отметим, что сво-
бодный заряд на капле при наличии как угодно 
малого внешнего электростатического поля, 
определяющего одно направление (направление 

0E


) как выделенное, будет заставлять две поло-

винки капли отталкиваться друг от друга. В от-
сутствие свободного заряда на капле остаётся 
только поляризационный, имеющий разные зна-
ки на разных половинках, и поле заставляет кап-
лю вытягиваться. Таким образом, физические 
механизмы влияния на вытягивание сферической 
капли в сфероид поляризационного и собствен-
ного зарядов различны. 

 

РАВНОВЕСНАЯ ФОРМА  
ЗАРЯЖЕННОЙ КАПЛИ  

В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 
 

Пусть имеется заряженная капля в однород-
ном электростатическом поле. Предполагая, что 
форма капли близка к вытянутому сфероиду, 
рассчитаем её эксцентриситет из принципа ми-
нимальности потенциальной энергии, как это 
было сделано в [5] для незаряженной капли. 

Сначала примем, что дана незаряженная кап-
ля во внешнем однородном электростатическом 
поле. Температура капли и окружающей среды 
постоянна, и объём жидкой фазы не меняется. 
Согласно вышесказанному, капля принимает 
равновесную сфероидальную форму с эксцен-
триситетом e0. Энергия сил поверхностного 
натяжения капли будет иметь вид [5]: 
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Энергия незаряженной неподвижной капли в 
поле E0 равна [5]: 
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где, согласно вышесказанному, 2
0 09 16πσ.e E R  

Сумма U и UE дает полную свободную энергию 
системы. Взяв от этой суммы производную по e0 
и приравнивая ее нулю, из принципа минимума 
свободной энергии найдем вышеприведенное 
выражение e0 через E0, R и . Это впервые было 
проделано в [5]. 

Поместим теперь на каплю электрический за-
ряд Q. Согласно сказанному выше, удлинение 
капли увеличится. Считая грушевидное искаже-
ние малым, много меньшим исходного сферои-
дального, примем, что капля при расчетах с точ-
ностью порядка квадрата эксцентриситета будет 
иметь сфероидальную форму с эксцентрисите-
том e. Свободная энергия при этом увеличится 
на [7]: 
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где e > e0. Далее в выражениях (1) и (2) прибли-
женно полагаем, что e0  e, и прибавляем к (1) и 
(2) энергию заряда Q (3). Тогда из принципа ми-
нимальности свободной энергии новой системы 
определим, как это было сделано выше, e в виде 
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Вводя безразмерные параметры полевой 2 и 
зарядовый W 2, 
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перепишем (4) в виде 
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При выводе (5) было сделано только одно 
предположение: о малости грушевидного иска-
жения. Согласно сказанному выше, грушевидное 
искажение мало при малых зарядах и сильных 
полях и, наоборот, при больших зарядах и сла-
бых полях. Именно такая ситуация складывается 
в электростатическом подвесе, который является 
обязательным элементом удерживающих устрой-
ств при проверке правильности критерия Рэлея 
[8–9]. Грушевидное искажение, пропорциональ-

ное третьей степени эксцентриситета сферои-
дальной компоненты формы капли [10], также 
мало по абсолютной величине, когда мал сам 
эксцентриситет: при малых зарядах и слабых  
полях. 

ОБСУЖДЕНИЕ  
ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

 

Рис. 1а–в иллюстрируют зависимость (5). 
Предполагается, что полевой и зарядовый пара-
метры изменяются независимо. Из рис. 1а видно, 
что при больших значениях зарядового и полево-
го параметров эксцентриситет быстро достигает 
предельных значений. Но при таких значениях 
параметров грушевидное искажение капли зна-
чительно, и выражение (5) неприменимо. Зави-
симость (5) при малых значениях полевого пара-
метра и при изменении зарядового параметра во 
всём формально допустимом диапазоне проил-
люстрирована на рис. 1б. Ситуация с малыми 
зарядами и полями, когда грушевидное искаже-
ние мало, а выражение (5) справедливо, показана 
на рис. 1в. 

Но зарядовый и полевой параметры на преде-
ле устойчивости по отношению к суперпозиции 
собственного и индуцированного зарядов связа-
ны между собой соотношением [11]:  
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где аналитическое выражение для эксцентриси-
тета определяется согласно (5). Соотношение (6) 
точно выполняется в двух крайних точках:               
W 2 = 1; 2 = 0 и W 2 = 0 и 2 = 2,6, а в промежу-
точных оно выполняется лишь приближенно, с 
точностью до постоянного множителя  1. Гра-
фик этой зависимости приведен на рис. 2. 

При выводе соотношения (6) предполагалось, 
что капля неподвижна в электростатическом по-
ле и в поле сил тяжести. Учитывалось, что уско-
рение поля сил тяжести g


 связано с зарядом 

капли и величиной поля: 
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где  – массовая плотность жидкости.  
При выполнении условий W 2  1 и 2 = 0 

электростатическую неустойчивость испытывает 
сильно заряженная сферическая капля. При этом 
претерпевает неустойчивость основной мод её 
осцилляций, и её амплитуда начинает неконтро-
лируемо  расти,  капля  вытягивается в сфероид и 
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Рис. 1. Зависимость квадрата эксцентриситета заряженной капли в электростатическом поле от величины безразмерных 
зарядового и полевого параметров, построенная в предположении, что они изменяются независимо: (а) общий вид;                     
(б) сильно заряженная капля в слабом поле;  (в) малые заряды и поля, когда грушевидное искажение мало.  
 

сбрасывает избыточный заряд с двух концов пу-
тём эмиссии около двух сотен на два порядка 
более мелких, чем исходная, сильно заряженных  
капель [12–14]. 

При выполнении условий W 2 = 0 и 2  2,6 
электростатическую неустойчивость испытывает 
незаряженная капля в однородном электростати-
ческом поле [15–17]. Закономерности её реали-
зации примерно такие же, как у заряженной кап-
ли [16–17]. Правда, исходная равновесная форма 
не сферическая, а сфероидальная с эксцентриси-
тетом 2

0
9

16π
e


  [5, 15–17].  

Из рис. 2 видно, что зависимость (6) почти 
линейная, но углы наклона касательной к кривой 
(6) при W 2  1 и 2  2,6 отличаются.  
 

 
 

Рис. 2. Связь между зарядовым и полевым параметрами на  
пределе устойчивости. 

 

Для оценки по порядку величины заменим за-
висимость (6) прямолинейной, проходящей через 
две крайние точки: 
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где k – тангенс угла наклона прямой (7). Выра-
зим из (7) 2 и подставим в (5). Получим выра-
жение для квадрата эксцентриситета на пороге 
устойчивости: 
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Подставим в это выражение значение 1/k и полу-
чим e2  0,466. В реальности зависимость (6) от-
личается от прямой, и абсолютная величина тан-
генса угла наклона касательной к кривой (6) при                    
W 2  1 будет по абсолютной величине больше, 
чем 1/2,6, а при 2  2,6 – меньше. Соответ-
ственно квадрат эксцентриситета капли при            
W 2  1 будет меньше 0,466, а при 2  2,6 – 
больше. Искать аналитическую зависимость 
между абсолютной величиной тангенса угла 
наклона касательной и параметрами W 2 и 2 по 
(6) с учетом (5) достаточно проблематично из-за 
громоздкости выкладок. Поэтому найдем абсо-
лютные величины тангенсов углов наклона каса-
тельных в двух крайних точках графически по 
рис. 2. Все другие значения будут лежать между 
ними.   

При W 2  1 абсолютная величина тангенса 
угла наклона касательной к кривой (6) равна 
примерно (1/1,9)  0,53, а квадрат эксцентриси-
тета – e2  0,34. При 2  2,6 абсолютная величи-
на тангенса угла наклона касательной к кривой 
(6) равна примерно (0,59/2,6)  0,23, а квадрат 
эксцентриситета – e2  0,78. Конечно, приводи-
мые рассуждения и оценки являются прибли-
женными, но в условиях отсутствия других оце-
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нок их можно взять за отправные точки для бу-
дущих исследований. 

 

ПРОВЕРКА КРИТЕРИЯ РЭЛЕЯ  
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЙ  

НЕУСТОЙЧИВОСТИ СИЛЬНО  
ЗАРЯЖЕННОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ КАПЛИ  

ПРОВОДЯЩЕЙ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ 
 

Критические условия реализации неустойчи-
вости изолированной капли электропроводной 
идеальной несжимаемой жидкости по отноше-
нию к собственному заряду теоретически строго 
вывел в конце девятнадцатого века Рэлей в виде 
соотношения W  (Q2/16R3)  1. В течение 
двадцатого века и в начале двадцать первого этот 
критерий неоднократно экспериментально про-
верялся в различного вида лабораторных уста-
новках: в вертикальном электростатическом поле 
между плоскими пластинами (то есть в электро-
статическом подвесе, типа использованного 
Милликеном в экспериментах по определению 
заряда электрона) [18]; в неоднородном перио-
дически изменяющемся во времени электриче-
ском поле между электродами сложной геомет-
рии (комбинация колец, цилиндрических и сфе-
рических поверхностей) [19]; в комбинирован-
ном электрическом подвесе с электростатиче-
ским и периодически изменяющемся электриче-
скими полями между тремя плоскими электро-
дами [20], в воздушном потоке [21]; в электро-
динамическом подвесе на основе двух кольцевых 
электродов [9, 22]. Эксперименты были проведе-
ны с каплями широкого диапазона размеров: 
сотни микрометров в работах [18, 21, 23], десят-
ки микрометров в работах [19–20] и единицы 
микрометров в исследовании [9, 22]. Во всех 
случаях справедливость критерия Рэлея была 
подтверждена. Причем наибольшая точность 
экспериментов была достигнута в исследовании 
[20], где критерий Рэлея был подтвержден с точ-
ностью до 4%, и в работах [9, 22], где точность 
была около 5%.  
 

ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИЙ ПОДВЕС 
 

Пусть W 2  1 в электростатическом поле ис-
чезающе малой напряженности, силовым воздей-
ствием которого на каплю можно пренебрегать и 
считать, что поле только выделяет направление. 
Ситуация, характерная для электростатических 
подвесов, используемых для проверки справед-
ливости критерия Рэлея, и по полученным дан-
ным, можно оценить допускаемую погрешность 
при их использовании. 

Если в начальный момент времени заряжен-
ной капле виртуальным образом придана сферо-
идальная форма, то величина критического для 

реализации электростатической неустойчивости 
заряда будет зависеть от квадрата эксцентриси-
тета капли [13]. Соответствующая зависимость 
от квадрата эксцентриситета зарядового пара-
метра приведена на рис. 3 [13]. 
 

 
 

Рис. 3. Зависимость критического значения зарядового па-
раметра сфероидальной капли от квадрата ее эксцентриси-
тета. 

 

Для удобства дальнейших вычислений, чтобы 
не зависеть от размеров капли и величины по-
верхностного натяжения, перейдем к безразмер-
ным переменным, в которых R =  =  = 1. В 
этом случае критерий электростатической не-
устойчивости по отношению к собственному за-
ряду имеет вид  
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Рассмотрим ситуацию W 2  1 и 2  1 – W 2. 
Согласно вышесказанному, квадрат эксцентри-
ситета сильно заряженной капли в слабом элек-
тростатическом поле – e2  0,34. По рис. 3 
найдем критическое значение зарядового пара-
метра, при таком значении квадрата эксцентри-
ситета W 2 = 0,92. Отсюда легко найти величину 
критического заряда капли, которую можно из-
мерить в электростатическом подвесе Q  0,959. 
То есть погрешность по отношению к истинному 
критическому заряду будет  4%. Именно такая 
погрешность отмечается при точных измерениях 
[9, 18, 22]. 

Интересно отметить, что предлагаемая модель 
распада сильно заряженной капли объясняет 
факт уменьшения критического заряда капли при 
нескольких последовательных распадах [9]. В 
самом деле, при рэлеевском распаде капля теряет 
 23% своего заряда и  5% массы [14, 20]. С 
остатком заряда капля возвращается к устойчи-
вой сфероидальной форме, поскольку она нахо-
дится в электростатическом поле и имеет элек-
трический заряд, правда, эксцентриситет станет 
меньшим, чем был у исходной капли, так как ее 
заряд уменьшился. Чтобы капля попала в поле 
зрения микроскопа (экспериментатора), нужно 
увеличивать напряженность электростатического 
поля. Согласно вышесказанному (согласно          
рис. 2), она сдвинется по кривой на рис. 2 вниз. 
Ее эксцентриситет при этом увеличится, и для 
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распада капли будет нужен меньший заряд, со-
гласно рис. 3. Так может повторяться несколько 
раз. В [9] данный экспериментальный факт объ-
ясняли уменьшением величины поверхностного 
натяжения жидкости. Нужно сказать, объяснение 
весьма натянутое. 

Следует отметить, что после нескольких по-
следовательных распадов собственный заряд 
капли значительно уменьшится, а внешнее элек-
тростатическое поле, необходимое для поддер-
жания капли в неподвижности, а значит, вместе с 
ним и индуцированный заряд увеличится. Сле-
довательно, грушевидное искажение станет  зна-
чительным, а вышеприведенные рассуждения 
непригодными. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В приведенных расчетах показано, что равно-
весная форма заряженной капли в однородном 
электростатическом поле в расчётах, линейных 
по стационарному отклонению от сферы, может 
считаться вытянутой сфероидальной в двух 
крайних случаях: сильно заряженной капли в 
слабом поле и слабо заряженной капли в силь-
ном поле. Эксцентриситет сфероида в этих двух 
случаях существенно различается. На пределе 
потери устойчивости сильно заряженной капли в 
однородном электростатическом поле эксцен-
триситет капли остается конечным. 

 

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 
№ 14-01-00170 и 14-08-00240. 
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Summary  
 

Analytically it is found that the equilibrium form of a 
charged drop in a uniform electrostatic field, which in 
calculations of the first order of smallness for the size of 
stationary deformation, can be considered spheroidal, and 
its eccentricity depends on the charge size and on the  
intensity of an external electrostatic field. On the             
threshold of loosing stability in relation to the superposi-
tion of its own and of the polarizing charges, the square of 
the equilibrium eccentricity of a strongly charged drop in 
a weak field does not exceed 0.34, and the square equilib-
rium eccentricity of a weakly charged drop in a strong 
field does not exceed 0.78 (in view of an opportunity to 
realize instability). 

 

Keywords: spheroidal drop, electrostatic field, charge, 
equilibrium form of a drop. 
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