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На основе аналитических решений классических задач (по аналогии с ними, но качественными 
методами) выводятся критерии реализации неустойчивости свободной поверхности электро-
проводной жидкости для различных ее геометрий при однородном и неоднородном распреде-
лении поверхностной плотности индуцированного внешним электростатическим полем или 
собственного заряда. Найдены критерии неустойчивости заряженной струи, заряженной сфе-
роидальной капли, а также плоской поверхности проводящей жидкости в неоднородном элек-
тростатическом поле точечного заряда, тонкого заряженного стержня, диполя. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

В работе обсуждаются закономерности и кри-
терии основных неустойчивостей однородно за-
ряженной поверхности электропроводной иде-
альной несжимаемой жидкости для различных 
геометрий поверхностей. В частности, это плос-
кая поверхность (неустойчивость Тонкса-
Френкеля), поверхность сферической капли (не-
устойчивость Рэлея), поверхность цилиндриче-
ской струи (специального названия нет). Все ука-
занные виды неустойчивости имеют критерии 
возникновения, качественно сходные, но количе-
ственно различающиеся. На основе известных 
закономерностей на качественном уровне можно 
вывести аналогичные критерии и в случае неод-
нородного распределения заряда по ее поверхно-
сти. Это, например, капля во внешнем однород-
ном электростатическом поле (неустойчивость 
Тейлора) или просто сфероидальная сильно за-
ряженная капля. Кроме того, это случаи не-
устойчивости плоской поверхности жидкости в 
различных электростатических полях: точечного 
заряда, электрического  диполя; заряженного 
стержня. Следует отметить, что неустойчивость 
капли во внешнем однородном электростатиче-
ском поле исследовалась и экспериментально, и 
численно. Остальные виды неустойчивости не-
однородно заряженной поверхности проводящей 
жидкости не исследованы. 

 

1. ОДНОРОДНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ  
ЗАРЯДА ПО ПОВЕРХНОСТИ.  

ПЛОСКАЯ ПОВЕРХНОСТЬ ИДЕАЛЬНО  
ПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ  

В ОРТОГОНАЛЬНОМ ОДНОРОДНОМ  
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

 

Пусть имеется плоская поверхность идеально 
проводящей жидкости с коэффициентом поверх-

ностного натяжения свободной поверхности  и 
плотностью , контактирующая с вакуумом, в 
котором создано однородное электростатическое 
поле 

0E


, перпендикулярное жидкой поверхности. 

Задача состоит в нахождении критерия электро-
статической неустойчивости свободной поверх-
ности жидкости. 

В работе Тонкса [1] впервые заложена умо-
зрительно-качественная основа физического 
подхода к изучению этой неустойчивости, одна-
ко она представляет чисто качественный интерес. 
Поэтому остановимся на работе Френкеля [2], 
где математически строго выведен искомый кри-
терий неустойчивости в виде 
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                             (1) 

 

здесь w – безразмерный параметр, характеризу-
ющий устойчивость плоской поверхности жид-
кости по отношению к индуцированному заряду; 
g – ускорение свободного падения. Этот крите-
рий впоследствии подтвердили эксперименталь-
но [3–4] и были определены физические законо-
мерности неустойчивости Тонкса-Френкеля [5].  

Введя понятие капиллярной постоянной жид-
кости α σ ρ ,g  путем перехода от напряженно-

сти поля E0 к поверхностной плотности заряда  
на основе соотношения E0 = 4 получим усло-
вие для критической поверхностной плотности 
заряда:  
 

0,5 σ
.

π α
                                    (2) 

 

В безразмерных переменных, в которых                    
g =  =   = 1, этот критерий примет вид 
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0,707
.

π
                            (3) 

 

Выведем тот же критерий, сравнивая давле-
ния: электростатическое и капиллярное. Точнее, 
найдём отношение электростатического давле-
ния к капиллярному под виртуальным полусфе-
рическим выступом P  2/R, как это было 
предложено Тонксом [1], и примем это отноше-
ние равным единице или больше нее. В качестве 
характерного радиуса выступа примем капил-
лярную постоянную. Тогда рассматриваемое от-
ношение примет вид  
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Или с учетом E0 = 4 : 

                                1 σ
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В безразмерных переменных  
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Получено завышенное значение поверхност-
ной плотности заряда по сравнению с точным (3). 
Чтобы было практически точное значение (3), 
нужно отношение давлений приравнивать к 0,5. 
При этом для поверхностной плотности заряда 
имеем почти такое же выражение, как при точ-
ном расчёте.  

Возникает вопрос, почему в теории принима-
ется виртуальный полусферический выступ? По-
тому что из феноменологии явления известно  
[3–4], что при развитии неустойчивости на плос-
кой поверхности сначала появляются выступы, 
называемые «конусами Тейлора», которые на 
финальной стадии становятся коническими, но 
на начальной стадии их можно моделировать 
сплюснутыми полусфероидами или полусферами. 
Развитие выступа в полусферу идёт через стадии 
сплюснутых сфероидальных форм, капиллярное 
давление под которыми меньше, чем под полу-
сферическим выступом. Если взять полуцилин-
дрический виртуальный выступ, то результаты 
расчета, аналогичного предыдущему, совпадут с 
результатами точного расчёта [2]. 

 

2. НЕОДНОРОДНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ             
ЗАРЯДА ПО ПОВЕРХНОСТИ. ТОЧЕЧНЫЙ  
ЗАРЯД НАД ПЛОСКОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 
ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ 

 

Пусть имеется плоская поверхность идеально 
проводящей жидкости, совпадающая с плоско-
стью z = 0 декартовой системы координат, с ко-
эффициентом поверхностного натяжения сво-

бодной поверхности  и плотностью , контак-
тирующая с вакуумом. При z = h находится то-
чечный заряд q. Задача состоит в нахождении 
критерия электростатической неустойчивости 
свободной поверхности жидкости. 

Распределение плотности индуцированного 
заряда по поверхности жидкости в данном слу-
чае будет обладать осевой симметрией и иметь 
вид [6, стр. 97]: 
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                       (4) 

где r – радиальная координата на свободной по-
верхности жидкости в цилиндрической системе с 
началом отсчета от основания перпендикуляра, 
опущенного на поверхность жидкости из заряда. 

Непосредственно под точечным зарядом (при 
r = 0) получим  
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Электростатическое давление на поверхность 
жидкости будет следующим:  
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            (6) 

 

Положим α σ / ρg,r    то есть найдем электро-

статическое давление на окружности радиусом в 
капиллярную постоянную. Найдём теперь отно-
шение определенного таким образом электроста-
тического давления к капиллярному под вирту-
альным полусферическим выступом радиусом в 
капиллярную постоянную: P  2/, как это бы-
ло выполнено выше, в предыдущем разделе, и 
приравняем его к одной второй:  
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Или, подставив сюда значение капиллярной по-
стоянной, получим:    
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                (7) 

Положим /g << h2 и запишем: 
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                (8) 

где E*  q/h2 – напряженность электростатиче-
ского поля точечного заряда на поверхности 
жидкости непосредственно под ним, а капилляр-
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ная постоянная определена выше. Таким образом, 
критическое условие получается более слабым, 
чем (1). Если изначально ориентироваться на 
давление электростатического поля непосред-
ственно под каплей, то выведенное выше усло-
вие запишется без множителя (1 + 3/gh2): 
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3. НЕОДНОРОДНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ  
ЗАРЯДА ПО ПОВЕРХНОСТИ.  

ЗАРЯЖЕННЫЙ СТЕРЖЕНЬ НАД ПЛОСКОЙ 
ПОВЕРХНОСТЬЮ ИДЕАЛЬНО  
ПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ 

 

Пусть имеется плоская поверхность идеально 
проводящей жидкости с коэффициентом поверх-
ностного натяжения свободной поверхности  и 
плотностью , контактирующая с вакуумом. Над 
жидкостью перпендикулярно к ее поверхности 
помещен тонкий однородный стержень длиной 
2l, заряженный с линейной плотностью заряда  
так, что его центр масс находится на расстоянии                 
z = h + l от поверхности. Задача состоит в нахож-
дении критерия электростатической неустойчи-
вости свободной поверхности жидкости. 

Следует отметить, что в [7] для изучения за-
кономерностей электростатического распада 
капли использовалось электростатическое поле, 
созданное в аналогичной системе электродов: 
прямая проволока в качестве одного электрода и 
плоская металлическая пластина в качестве дру-
гого. Такая же система электродов использова-
лась в экспериментах по исследованию устойчи-
вости плоской поверхности жидкости в [8–9]. 

Электростатический потенциал в окрестности 
такого стержня, если центр цилиндрической си-
стемы координат находится в его центре масс, 
равен [6, стр. 58]: 
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где r – радиальная цилиндрическая координата: 
2 2R r z   – модуль радиус-вектора. При              

r    или при z   (то же, что h  ) и ко-
нечной длине стержня это выражение стремится 
к выражению для потенциала точечного заряда 
(как показано в [6, стр. 58]).   

Поверхностную плотность индуцированного 
заряда на поверхности идеально проводящей 
жидкости найдём по обычной формуле и удвоим 
с учетом электростатического изображения за-
ряженного стержня в плоской поверхности иде-
ально проводящей жидкости [10, стр. 308]:  
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При r = 0 (то есть непосредственно под 
стержнем) получим  
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где q = 2l. При 2l << h это выражение перепи-
шем в виде 
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По сравнению с поверхностной плотностью за-
ряда (5), порожденного точечным зарядом, рас-
положенным на расстоянии h от плоскости, вы-
численное значение   оказывается меньше на 
величину  
                              

2
.

π

q l

hh
   

 

В частности, это означает, что потенциал заря-
женного стержня убывает с расстоянием мед-
леннее, чем потенциал электростатического поля 
точечного заряда. Интенсивность поля будет 
убывать тем быстрее, чем больше отношение 
длины стержня к расстоянию до поверхности 
жидкости. 

Электростатическое давление на поверхность 
жидкости согласно (9) будет следующим:   
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Так же как и выше, положив r = , найдем отно-
шение электростатического давления на окруж-
ности радиусом в капиллярную постоянную и 
капиллярного под виртуальным полусфериче-
ским выступом тем же радиусом и приравняем 
его к одной второй:  
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где E+  /h. При 2l << h и /g << h2, когда 
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или, учитывая явный вид E+  /h, получим 
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где q = 2l – полный заряд стержня; E* = q/h2; 
2
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4. НЕОДНОРОДНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ  
ЗАРЯДА ПО ПОВЕРХНОСТИ.  

ТОЧЕЧНЫЙ ДИПОЛЬ НАД ПЛОСКОЙ  
ПОВЕРХНОСТЬЮ ИДЕАЛЬНО  
ПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ 

 

Пусть имеется плоская поверхность идеально 
проводящей жидкости с коэффициентом поверх-
ностного натяжения  и массовой плотностью , 
контактирующая с вакуумом. При z = h находит-
ся точечный диполь p


, перпендикулярный к по-

верхности жидкости. Задача состоит в нахожде-
нии критерия электростатической неустойчиво-
сти свободной поверхности жидкости. 

Потенциал электростатического поля диполя 
в системе координат, связанной с его центром, 
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где угол   отсчитывается от направления дипо-
ля; R и z – цилиндрические координаты; r


 – ра-

диус-вектор точки наблюдения, а r – его величи-
на. Распределение плотности индуцированного 
электрического заряда на поверхности жидкости 
найдём по обычной формуле и удвоим результат 
с учетом электростатического изображения ди-
поля:  
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где / .rn r r
  Тогда электростатическое давление 

на поверхность жидкости будет иметь вид                   
[11, стр. 22–23]: 
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Так же как в предыдущих разделах, положим 
2 2 ,r z R   z = h и α σ / ρR g   – и найдем 

то же отношение давлений:  
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где Ep  p/h3.  
 

5. НЕОДНОРОДНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ  
ЗАРЯДА ПО ПОВЕРХНОСТИ.  

ЗАРЯЖЕННАЯ СФЕРОИДАЛЬНАЯ КАПЛЯ 
 

В IX веке Рэлей теоретически вывел критерий 
электростатической неустойчивости сильно за-
ряженной сферической капли [12–13], который  
имел вид 
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16πσ
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где W – безразмерный параметр; Q и R – заряд и 
радиус капли соответственно. Этот критерий не-
однократно проверялся экспериментально              
[14–15] и теоретически [16]. Задача выяснения 
закономерностей реализации неустойчивости 
незаряженной капли в однородном электроста-
тическом поле, строгий теоретический анализ 
которой осложнен из-за неоднородного распре-
деления индуцированного заряда по поверхности 
капли, решалась в основном экспериментальны-
ми и численными [17–20] или качественными  
[21] методами. Качественными методами (по 
аналогии с тем, как это делалось в [21]) должна 
решаться и проблема нахождения критических 
условий неустойчивости заряженной сферои-
дальной капли.  

Данная задача может решаться в двух вариан-
тах.  

1. В начальный момент времени задается сфе-
рическая капля идеально проводящей жидкости с 
коэффициентом поверхностного натяжения , 
имеющая радиус R и заряд Q. Эта капля вирту-
альным образом (под действием сил неопреде-
ленной природы) принимает вытянутую сферои-
дальную форму. Требуется определить условия, 
при выполнении которых капля станет неустой-
чивой. 

2. В начальный момент времени задается кап-
ля идеально проводящей жидкости с коэффици-
ентом поверхностного натяжения , имеющая 
форму вытянутого сфероида (равновеликого по 
объёму сферической капле радиуса R) и заряд Q. 
В качестве характерного линейного размера за-
дается радиус кривизны вершины капли Rкр. 
Требуется определить условия, при выполнении 
которых капля станет неустойчивой. 

Чтобы определить эти условия, необходимо: 
найти комбинацию заданных физических пара-
метров, складывающихся в некий безразмерный 
параметр, в который собираются заданные в 
начальный момент времени физические величи-
ны; при превышении некой постоянной величи-
ны реализуется неустойчивость. 

В первом варианте выпишем выражение для 
поверхностной плотности заряда на вершинах 
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заряженного эллипсоида [22, стр. 41] примени-
тельно к вытянутому сфероиду, имея в виду 
определение электростатического давления соб-
ственного заряда капли:  
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Q Q

b R e
  


  

Для электростатического давления собственного 
заряда на вершины сфероида получим 
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Приравнивая к единице отношение электро-
статического и капиллярного давлений на вер-
шинах вытянутой сфероидальной капли, нахо-
дим критерий реализации неустойчивости капли 
в электростатическом поле. Учитываем, что ка-
пиллярное давление на вершинах сфероида 
определяется выражением 2/Rкр, где                         
Rкр  (b2/a) – радиус кривизны [23, стр. 319], a и  
b – большая и меньшая полуоси сфероида:                  
a = R(1 – e2)-1/3, b = R(1 – e2)1/6.  В итоге получаем 
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                (11) 

Найдем отношение PE к P и, приравняв его к 
единице, определим критерий реализации не-
устойчивости: 
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Таким образом, критерий реализации неустойчи-
вости в разобранном случае получается таким же, 
как в случае заряженной сферической капли. 

Во втором случае, детально разобранном в 
[24] из качественно иных соображений, критерий 
реализации неустойчивости должен быть выра-
жен через , Q и Rкр. Давление электростатиче-
ского поля на вершины сфероидальной капли 
определится выражением (10), а давление капил-
лярных сил на них в отличие от (11) запишется 
как 
                        

σ
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.
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Найдя отношение PE к P и приравняв его к 
единице, вычислим критерий реализации не-
устойчивости в виде 
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Зависимость W*(e
2) = (1 – e2)2/3, приведенная 

на рис. 1, качественно и количественно анало-
гична критической зависимости параметра W от 
e2 для основной моды осцилляций сфероидаль-
ной капли, построенной в [24] из других сообра-
жений. 
 

 
 

Рис. 1. Зависимость W* от квадрата эксцентриситета для 
заряженной сфероидальной капли. 

 

6. ОДНОРОДНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ  
ЗАРЯДА ПО ПОВЕРХНОСТИ.  
ЦИЛИНДРИЧЕСКАЯ СТРУЯ 

 

Общие закономерности реализации электро-
статической неустойчивости струи изложены в 
[25–26]. В отличие от двух предыдущих физиче-
ских объектов струя неустойчива даже при от-
сутствии на ней заряда: она разбивается на от-
дельные капли под действием чисто капилляр-
ных сил. Давление электрического поля действу-
ет в направлении, противоположном давлению 
капиллярных сил. При небольшом заряде оно 
стабилизирует струю. Волны на последней под-
разделяются по модам в зависимости от симмет-
рии колебаний. Нулевой моде (m = 0) соответ-
ствуют осесимметричные волны, они реализуют-
ся независимо от наличия на струе заряда. Пер-
вой моде (m = 1) – неосесимметричные волны, 
или изгибные колебания в струе, или, иначе го-
воря, хлыстообразное движение её распадающе-
гося конца. В незаряженной струе они не реали-
зуются, но возбуждаются, лишь только на струе 
появится сколь угодно малый заряд [27]. Второй 
моде (m = 2) соответствуют неосесимметричные 
волны, связанные с деформацией кругового по-
перечного сечения струи к эллипсу. Эти волны 
возникают при достаточно большом заряде, при-
ходящемся на единицу длины струи, и на их 
гребнях реализуется электростатическая не-
устойчивость боковой поверхности струи. Фено-
менология электростатической неустойчивости 
боковой поверхности струи наблюдалась в каче-
стве непонятного, экзотического явления в экс-
периментах [28–29] и уже более осознанно – в 
[30]. 

Критерий реализации неустойчивости m-й 
моды струи имеет вид [25–27]: 
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где  – безразмерный параметр, характеризую-
щий устойчивость струи по отношению к соб-
ственному заряду;  – электрический заряд, при-
ходящийся на единицу длины струи; k – волно-
вое число; r0 – радиус струи; Km(x) – модифици-
рованная функция Бесселя второго рода              
порядка m.  

На рис. 2 приведены критические кривые для 
первых четырёх мод, рассчитанные по (12) в 
безразмерных переменных, в которых принято          
r0 =  =  = 1. Видно, что при m = 2 критическая 
кривая имеет минимум. Расчёты показывают, что 
положение минимума определяется координа-
тами  = 2,905 и k = 0,78.  
 

 
(а) 

            
(б) 

 

Рис. 2. Зависимость w = w(k), полученная для первых четы-
рёх азимутальных мод, расположившихся в порядке возрас-
тания номеров (толщины линий), самая тонкая линия соот-
ветствует m = 0 (а) и более крупный план зависимости            
w = w(k) для m = 2 в окрестности минимума кривой (б). 
 

Принимая во внимание, что 0μ 2π ,
l

r
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  где            

l – отрезок вдоль оси струи, переходя к плотно-
сти заряда и приравнивая параметр  к мини-
мальному критическому значению  = 2,905,  
получаем 
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Отсюда для критической (в смысле реализации 
электростатической неустойчивости) плотности 
заряда на струе находим 
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.

π σ

r
    

 

В безразмерных переменных, в которых                  
r0 =  =  = 1, это выражение имеет вид 
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π
                             (13) 

 

Сравнивая давления, получаем: 
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или в безразмерном виде 
 

                                0,707
.

π
   

 

То есть имеем заниженное значение поверхност-
ной плотности заряда. Чтобы получить точное 
значение, определяемое (13), нужно было отно-
шение давлений приравнивать к 1,452,                  
а не к 1. 

Подводя итоги изучения критических условий 
реализации неустойчивостей с однородным и 
неоднородным распределением собственного и 
индуцированного заряда по поверхности жидко-
сти, отметим, что результаты точных расчетов и 
результаты расчётов на основе приравнивания 
действующих в противоположные стороны дав-
лений электростатического и капиллярного сов-
падают лишь в порядке исключения, а в общем 
случае различаются. Это различие незначительно 
и численно составляет около десятой доли. Для 
качественных расчётов на основе теории размер-
ности это неплохо. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Неоднородное распределение плотности ин-
дуцированного заряда приводит к тому, что для 
реализации электростатической неустойчивости 
электрическое давление на вершину сферои-
дальной капли может быть примерно вдвое 
меньше капиллярного. Для однородно заряжен-
ной плоской поверхности аналогичная ситуация 
вызывается предположительно из-за того, что 
эмиссионный выступ имеет полусферическую 
форму. При неоднородном распределении инду-
цированного заряда по плоской поверхности 
жидкости критические условия реализации элек-
тростатической неустойчивости оказываются 
менее жесткими, чем при однородном. 

 

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 
№ 14-01-00170 и 14-08-00240. 
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Summary  
 

Applying analytical solutions of classical tasks (on the 
analogy of them, but by qualitative methods) criteria of 
realization of instability of a free surface of conductive 
liquid at its various geometry have been derived. Both 
uniform and non-uniform distribution of density induced 
by an external electrostatic field or by its own charge are 
considered. The criteria of instability of the charged 
stream, the charged spheroidal drop, and of the flat sur-
face of the conductive liquid are found in a non-uniform 
electrostatic field of a point charge, a thin charged core, 
and of a dipole. 

 

Keywords: flat surface, spheroidal drop, stream, elec-
trostatic field, charge, instability criterion. 
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