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ВВЕДЕНИЕ 
 

Свойство литого аморфного микро- и нано-
провода в стеклянной оболочке (ЛАМНСО) с  
положительной магнитострикцией  и широким 
диапазоном радиусов жилы микропровода (от 50 
до 0,1 μm)  перемагничиваться одним большим 
скачком Баркгаузена (БСБ) используется, напри-
мер, для индикации магнитного поля (подробнее 
см. [1]). Существующий материал по изучению 
БСБ (см., например, [2–8]) целесообразно упоря-
дочить в представленный здесь обзор, в котором 
выделим и принципиально новые результаты. 
Это определит направления дальнейшего разви-
тия, а именно метода феноменологического 
уравнения движения доменной стенки (ДС)           
[7, 8]. Так как выбор модели феноменологиче-
ского уравнения движения ДС не однозначен, 
необходимо привлекать некоторые идеи микро-
магнетизма для моделирования возможных фи-
зических процессов [5, 6, 9]. Цель работы – 
найти соответствие между предложенной мате-
матической моделью  и параметрами доменной 
стенки из [5, 6] для физической интерпретации 
процессов, описывающих БСБ.  Принята следу-
ющая схема изложения. Вначале приведем ис-
пользованную ранее теорию [2–4], модифициро-
ванную в [6–8]. Изложим кратко теорию ДС 
ЛАМНСО [5], дополненную важными новыми 
результатами. Обоснуем модификацию феноме-
нологического подхода к динамике ДС для полу-
чения качественно нового явления – стохастиче-
ского резонанса, уже предложенного в [8] для 
ЛАМНСО в частном случае. Чтобы не загро-
мождать текст, вынесем более подробные ре-
зультаты расчета остаточных напряжений, ранее 
частично  опубликованные в [5], в приложение 1. 

В приложении 2 приведем расчет формулы для 
энергии обменного взаимодействия. 
 

ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКАЯ  
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ  

ДОМЕННОЙ СТЕНКИ 
 

Изучение динамики движения ДС основыва-
ется на решении уравнения Дёринга (см., напри-
мер, [2–4]): 

   β 2 ,ef i Sm x x F x M SH t                                    (1)           

где mef – эффективная масса ДС,  – феномено-
логический коэффициент затухания; F(x) – 
функция силы, характеризующая воздействие 
магнитного материала на ДС. Эта сила описыва-
ет градиент потенциального рельефа (ГПР).  
 

 

Рис. 1. Релаксационная (слева) и акселеративная (справа) 
формы импульсов ЭДС при БСБ зафиксированные на об-
разцах ЛАМНСО с материалом жилы  на основе железа (с 
положительной магнитострикцией) [2–7]. Далее нас будет 
интересовать в основном релаксационная форма движения 
ДС. 

Согласно [5, 6] считаем, что  F(x) возникает в 
первую очередь благодаря остаточным напряже-
ниям. Внешнее поле напряженностью Н оказы-
вает на 180° ДС давление 2MSSH (MS – намагни-
ченность насыщения; S – площадь ДС). Обоб-
щенная координата x – аналог радиальной коор-
динаты цилиндра, но ее область определения 
может быть формально расширена от -¥ до ¥, 
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что диктуется соотношением расчетов с экспе-
риментальными результатами.  

Согласно [2–7] силу F(x), действующую на 
ДС, можно описывать в математическом форма-
лизме сплайн-функций (СФ). В простейшем виде  
эти функции можно представить, как это сдела-
но, например, в [7]: 
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где Rm соответствует радиусу жилы микропрово-
да, а ci – размер области, в нашем случае анало-
гичный размеру области  пластических деформа-
ций (см. ниже). Считаем, что движение домен-
ной   стенки    происходит    от    центра ЛАМ-
НСО до внешней поверхности жилы. Так как 
форма сигнала импульса ЭДС (см. рис. 1) на из-
мерительной катушке должна изменяться про-
порционально скорости движения доменной 
стенки, то эта форма сигнала ЭДС должна соот-
ветствовать  функции  F(x) (рис. 2).  
 

 
 

Рис. 2. Вид функции F(х) (см. (2)), аппроксимирующей СФ, 
для значений параметров Fm, и ci в случае релаксационной 
формы импульса ЭДС для БСБ. 

 

При этом величины Fm, ci и др., определяю-
щие коэффициенты при полиномах,   несложно 
рассчитать из вида осциллограммы БСБ (см.           
[2–4] и ниже). В данном направлении расчетами 
было показано, что модель качественно описы-
вает  и релаксационный и акселеративный меха-
низмы (см. подробнее далее,  а также  в [3, 4]), 
т.е. импульсы с крутым фронтом нарастания и 
пологим спадом или плавным нарастанием и 
резким спадом (рис. 1). 

Основным результатом исследования являет-
ся то, что величины коэффициентов в СФ долж-
ны также согласовываться с микромагнитными 
параметрами, что еще обсудим. Обоснуем, что 
для моделирования БСБ в ЛАМНСО  представ-
ления СФ в виде формулы (2) недостаточно. 
Приведем вариант модифицированной теории. 

Но вначале вернемся к исторически более ран-
ним публикациям и проиллюстрируем хорошее 
совпадение более простого варианта представ-
ленной теории с экспериментом, в частности, на 
викаллоевых приводах [3, 4]. 
 

СРАВНЕНИЕ РАСЧЕТОВ В РАМКАХ  
ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  

С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ  
РЕЗУЛЬТАТАМИ 

 

В более ранних работах [3, 4] при математи-
ческом описании механизмов переключения 
ферромагнетиков использовалась упрощенная 
СФ – F(x), описывающая ГПР. Эта функция име-
ла вид:  
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Рис. 3. Иллюстрация  форм зависимостей  скорости x΄(t) (a).      
Экспериментально наблюдаемые осциллограммы ЭДС – 
e(t), снимаемые с измерительной катушки [3, 4] (б). В зави-
симости от параметров СФ наблюдается релаксационная 
(первая) или акселеративная (девятая) формы импульса 
ЭДС от БСБ, зафиксированные и на образцах ЛАМНСО с 
материалом жилы  на основе железа (с положительной маг-
нитострикцией) [6].                
                     

Данная аппроксимация СФ позволяла прово-
дить варьирование физических параметров, ко-
торые изменяли характер движения ДС и сигнал 
ЭДС. Для этого менялись глубина Fm, величина 
радиуса Rm и положение минимума c. Таким об-
разом (см. рис. 3): 

б
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а) подбором параметров СФ можно получить 
подобие расчетных зависимостей скорости дви-
жения ДС, которая пропорциональна ЭДС, то 
есть величине е(t), экспериментально снимаемой 
с измерительной катушки (см. рис 3a);  

б) результаты моделирования, полученные 
для магнитных (викаллоевых) проволочек, до-
статочно хорошо согласуются с импульсами 
ЭДС от БСБ (см. рис. 3b);  

в) в магнитных аморфных микропроводах, и 
конкретно в ЛАМНСО, этот метод позволял удо-
влетворительно описать акселеративную форму 
движения ДС. Однако для описания релаксаци-
онной формы импульса с резким начальным 
фронтом необходимо учитывать начальную ско-
рость движения ДС, которая может быть обеспе-
чена из вида СФ, как она представлена  в форму-
ле (2), что было уже отмечено.  
 

СОПОСТАВЛЕНИЕ МИКРОМАГНИТНЫХ 
ПАРАМЕТРОВ ДОМЕННОЙ СТЕНКИ  
С МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛЬЮ 

 

Как уже отмечалось, и расчет остаточных 
напряжений в ЛАМНСО (см. [5] и приложение 
1), и моделирование движения доменной стенки 
в ГПР – F(x) [2–4] проводятся для модели, в ко-
торой условно разделяют сечение ЛАМНСО на 
несколько участков (рис. 4). Основываясь на 
этой схеме, проведем  микромагнитное обосно-
вание  предлагаемого подхода динамики ДС.  

Запишем рассчитанные нами размеры и энер-
гии ДС для каждого из участков (расчет остаточ-
ных напряжений в этих выделенных участках  
вынесен в приложение 1).  

Согласно модели [5, 6] процесс движения до-
менной стенки начинается из центрального 
участка внутри цилиндра в области 3 (рис. 4).  В 
центре образуется зародыш перемагничивания.  
 

 
 

Рис. 4. Поперечное сечение микропровода ЛАМНСО.             
Rс – внешний радиус стеклянной оболочки; Rm – радиус 
металлической жилы; b – радиус границы пластической 
деформации. 
 

Именно он представляет собой начальный 
участок, описываемый в (2), микромагнитные 
характеристики которого рассчитаем ниже.    

1) В модели ЛАМНСО [5, 6] ДС энергетиче-
ски выгодно зарождаться в области r<b                    
(b ~ 10¯6 м – радиус пластических деформаций 
(см. [5] и рис. 4)), где энергия анизотропии 
меньше. Оценим по порядку величины размеры 
ДС – Δi (определяющие, например, и размеры ci). 
Формула для энергии обменного взаимодействия 
имеет стандартный вид [5, 9], который одинаков 
для всех участков (см. подробнее приложение 2):   
 

,A
i

A
W 


                                      (3) 

где A ~ 10¯11 Дж/м – константа обменной энер-
гии, i = 1–3 – индекс, характеризующий положе-
ние ДС в схеме сечения ЛАМНСО. В случае из-
вестной модели в теории Ландау и Лифшица 
(ЛЛ)  энергию  анизотропии  можно представить 
 

  λσ ,LLa LLW                                (3a) 

где λ ~ 10¯ 6 – магнитострикция, а σ – остаточ-
ные напряжения (в данном случае среднее их 
значение). Минимизация двух этих конкуриру-
ющих энергий, как известно, дает классический 
результат теории ЛЛ для размеров доменной 
стенки и ее энергии [5, 9]: 
 

   
   

1/2 5 6

1/2 4 5 2

/ 10 10 м,

10 10 Дж / м .

LL

LL

A K

W AK

 

 

  

 



       (3b) 
Если использовать для энергии анизотропии 

зависимость от Δ3 (индекс «3» означает положе-
ние ДС) в центре металлической жилы ЛАМ-
НСО, которая задается реальным видом остаточ-
ных напряжений (см. приложение 1 и [5, 6]):     

3
3 λ ln ,aW Kb

b

    
 

                       (4) 

где K  108 Па  – константа напряжений пласти-
ческой деформации, то минимизация суммы  
приводит к простому выражению, которое ранее 
было получено (см. [5, 6]): 
 

7
3 10 м. 

λ

A

Kb
                           (4a) 

 

Полученное значение размеров ДС на поря-
док меньше характерного диаметра ЛАМНСО. 
Это важно для согласования модели, так как 
размеры доменной стенки не могут превышать 
размеров диаметра жилы микропровода (что 
имеет место в случае результата теории ЛЛ).   
Для величины плотности энергии, рассмотрен-
ной ДС, получим       

  5 2
3 3 10 Дж /м .

A
W

b
                 (5) 

Соответствующее формуле (5) поле старта не 
зависит от анизотропии, но определяется техно-
логическим параметром b, который по порядку 
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величины определяет полиномиальные коэффи-
циенты в СФ.  По формулам (4), (5) можно оце-
нивать и размер возникающего зародыша домен-
ной стенки цилиндрической формы и в других 
аморфных материалах. Отсюда следует, что 
энергетические  оценки зарождения домена мо-
гут существенно отличаться от оценок в теории 
ЛЛ в пользу меньших энергий, необходимых для 
возникновения зародышей перемагничивания, 
что экспериментально наблюдается. Если вер-
нуться к формуле (2), то начальный участок опи-
сывается первой функцией, что соответствует 
гармоническому колебанию или затухающему 
движению без колебания. Известно, что для ДС   
это затухающая форма движения [2–4, 9]. По-
этому в предложенной модели не столь важна 
точка начала движения. 

Отметим, что формулы (3)–(5) применимы к 
любым магнитным материалам, в которых маг-
нитные зародыши возникают в определенных 
видах дислокаций. Подробнее об энергии анизо-
тропии, связанной с дислокациями, см. в [9]             
(с. 48). Данная энергии анизотропии 
 

λ ln ,d
d d d

d

W K b
b

 
   

 
               (5a) 

где bd – размер дислокации, Kd  K.  
2) Рассмотрим случай, возможный благодаря 

особенности зависимости остаточных напряже-
ний от радиальной координаты микропровода. 
Этот случай как раз описывает движение домен-
ной стенки в центре микропровода (середина 
участка 2 на рис. 4). Зададим  энергию анизотро-
пии в виде (согласно [5] и приложению 1):       
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где               
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а величина n уточнена ниже. Для величины ДС  и 
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1/ 1

2

/ 1

2 2
2

.

n

g
g

n n

a g g g
g

A
b

nK

A
W K

nK





 
    

 

 
    

 

           (7) 

Формулы (7) в частном случае  (n = 1) совпа-
дают с результатом теории ЛЛ,

 

когда размеры 
доменной стенки (и энергия доменной стенки), 
как известно, определяются средним геометри-
ческим от двух характерных размеров, связан-
ных с  обменным взаимодействием и анизотро-
пией. Из физических соображений ясно, что для 

данной формулы необходимо условие n > 0,  
иначе  доменная стенка реально не существует.  

Отметим, что именно моделирование релак-
сационного импульса в самом начале перемагни-
чивания (то есть в третьей и второй областях) 
является узким местом для моделирования 
функции F(x). В этом случае акселеративный 
механизм движения ДС (рис. 1) моделируется 
лучше релаксационного, если даже считать, что 
начальная скорость доменной стенки равна ну-
лю. Эта причина заставляет предположить суще-
ствование ускоренного движения разгона ДС для 
случая релаксационного процесса (первый уча-
сток движения  в формуле (2)). 

3) Рассмотрим случай, когда ДС достигает 
области,  близкой к спаю силикатного стекла, то 
есть заканчивает процесс перемагничивания 
(окончание участка 2 на границе с участком 1 на 
рис. 4). В этом случае можно считать, что энер-
гия анизотропии постоянна и определяется вели-
чиной  P, определенной в [5] и ниже в прило-
жении 1. Поэтому будем считать, что именно эта 
величина P определяет постоянный член Fm в 
(2). 

Квадратичный член в (2) учитывает тот факт,  
что доменная стенка при движении увеличивает 
размеры из-за ее цилиндрической формы. По-
этому рассматривается следующая форма энер-
гии анизотропии: 

2
21

21 λ ,a
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                             (8)   

   

где Rm (радиус жилы ЛАМНСО) введен для со-
блюдения равенства размерностей WA и Wa21. То-
гда размер доменной стенки и ее энергия опре-
деляются так: 
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        (9)     

Поле старта Нс21 (соответствующее W21) больше 
поля старта Нс3 в третьей области (соответству-
ющего W3(Δ3)). Зависимость Нс21 от радиуса жи-
лы микропровода Rm и стеклянной оболочки с 
радиусом Rс, используя  для параметра P форму-
лы (15) (формулы из приложения 1), имеет вид   
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4) В последнее время часто предполагается 
использовать для изучения перемагничивания 
ЛАМНСО модель движения доменной стенки, 
которую называют моделью «голова к голове» 
[10] (см. рис. 5).  
 

 
 

Рис. 5. Пример магнитной структуры, которая соответству-
ет  модели «голова к голове». 
 

Упрощенный вариант такой модели, напри-
мер, можно рассматривать как расширение сфе-
рической доменной стенки, находящейся в ци-
линдрической аморфной магнитной матрице, в 
области, где анизотропия отличается от анизо-
тропии матрицы.  

Если, аналогично предыдущему, энергия, со-
ответствующая анизотропии ДС, будет изме-
няться только из-за увеличения поверхности ДС, 
то запишем данную энергию как функцию от 
ширины ДС в виде     
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                           (11)                         

где, аналогично предыдущему, добавлен множи-
тель Rs

2
  (Rs  – характерный радиус действия ани-

зотропии, близкий к размеру доменной стенки)    
для соблюдения равенства размерностей величин 
WA и Was. Минимизация функционала приводит к 
следующим формулам для размера ДС и ее энер-
гии: 
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Размер ДС здесь аналогичен размеру домена в 
теории ЛЛ с характерной «длиной образца», ко-
торую в данном случае играет величина Rs, то 
есть область, где существенно отличие анизо-
тропии сферического включения от анизотропии 
матрицы. Энергия ДС пропорциональна средне-
му геометрическому от энергии ДС в модели ЛЛ 
и обменной энергии, но при этом обратно про-
порциональна (Rs)

1/2. Можно говорить о «жестко-
сти» этих доменов, которые не просто подавить 

полем, противоположно направленным к полю 
анизотропии сферического включения. Суще-
ствование таких доменов в ЛАМНСО, перемаг-
ничивание которых может существенно изменять 
прямоугольность петли гистерезиса, экспери-
ментально не наблюдается.  
       Отметим, что результаты пунктов 2 и 4 при-
водятся здесь впервые и ранее не обсуждались.  
 

МОДИФИЦИРОВАННАЯ  
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ 

ДОМЕННОЙ СТЕНКИ 
 

Численные расчеты с использованием функ-
ции (2) и параметров, соответствующих домен-
ной стенки ЛАМНСО, не удовлетворяют ряду 
экспериментальных результатов, а также в боль-
шей мере представленной выше теоретической 
микромагнитной модели. Приведенные микро-
магнитные модели предполагают построение 
другой феноменологической модели движения 
ДС, которая будет учитывать существенные от-
личия  ЛАМНСО от использованных ранее спе-
циально деформированных образцов провода из 
сплава викаллой [2–4]. Было показано  [7] и под-
тверждено выше, что для адекватного моделиро-
вания аппроксимации F(x) в виде (2) и (2a)            
недостаточно. В [8] предложена другая аппрок-
симация ГПР для СФ, которая представляется 
нам наиболее адекватной и удобной для интер-
претации физических явлений в ЛАМНСО. СФ 
представляется в виде двух потенциальных ям, 
разделенных энергетическим барьером. Отме-
тим, что в [8] рассматривается только частный 
случай симметричных ям, что вряд ли реализуе-
мо в ЛАМНСО. Представим в общем виде СФ: 
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   (13) 

Использование градиентной СФ функции с 
двумя минимумами позволяет исследовать дан-
ную бистабильную систему для случая суще-
ствования стохастического резонанса при квази-
статическом перемагничивании ЛАМНСО. Так 
как рассматриваются сильно демпфированные 
движения, в которых масса доменной стенки до-
статочно мала по сравнению с воздействием на 
ДС силы трения, в первом приближении вместо 
динамического уравнения (1) рассмотрим урав-
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нение, в котором для упрощения отброшено 
ускорение: 
 

       3β 2 sin ,Sx F x M SH t A t g t     (14) 

где A sin(t) – монохроматическая сила, иниции-
рующая переход из одного состояния в другое; 
g(t) – стохастическая сила, возникающая из-за 
шумового магнитного поля. Это позволяет про-
ще проинтегрировать уравнение движения до-
менной стенки. Амплитуды детерминированных 
сил предполагаем достаточно малыми. Скачок 
через барьер между двумя минимумами осу-
ществляется, в частности, благодаря стохастиче-
ской силе. В нашем рассмотрении необходимо 
найти скорость процесса, которая определяет 
амплитуду сигнала. Важным моментом здесь бу-
дет также нахождение отношения сигнал/шум. 
 

 
 

Рис. 6. Вид функции F(х), аппроксимирующей СФ, в зави-
симости от значений ее параметров Fm1, Fm2 и ci, ck. (В [8] 
данная функция имела симметричный вид.) 
  

Предварительные результаты численных рас-
четов дают качественную картину увеличения на 
выходе отношения сигнал/шум при определен-
ных соотношениях частоты монохроматической 
силы к параметрам градиентной функции. Диа-
пазон этих частот лежит в области 10 кГц, что 
может представлять практический интерес для 
оптимизации работы миниатюрных датчиков 
магнитного поля из ЛАМНСО. Более подробное 
сравнение с экспериментом будет проведено в 
другом сообщении.  
 

ВЫВОДЫ 
 

1. Проанализирована возможность использо-
вания уравнения Дёринга с применением поля 
сил, которые описываются ГПР с помощью СФ, 
предложенных в ранних работах [2–7]. Эти СФ в 
зависимости от величины их параметров могут 
описывать релаксационную  или акселеративную 
форму движения ДС. Однако для описания ряда 
эффектов и сопоставления описания с микромаг-
нитными расчетами предложенный вид СФ нуж-
но модифицировать, что и было проделано в за-
ключительном параграфе.  

2. Произведено сопоставление модели фено-
менологического уравнения движения ДС с мик-
ромагнитными расчетами, что позволяет обосно-

вать микромагнитную структуру ЛАМНСО и вид 
СФ, которые применяются для изучения дина-
мики движения ДС. 

3. Предложенная модификация ГПР для СФ 
позволяет изучить возможность существования 
для данной системы стохастического резонанса. 
Возможность экспериментального наблюдения 
стохастического резонанса для явления перемаг-
ничивания ЛАМНСО имеет большое теоретиче-
ское и практическое значение. В настоящее вре-
мя существует достаточно ограниченное число 
систем, в которых присутствует стохастический 
резонанс. 

4. Предложенная теория в корне отличается 
от известных существующих теорий динамики 
ДС [11–13], которые применимы к аморфным 
лентам или пленкам, но не учитывают специфи-
ку ЛАМНСО. Это, на наш взгляд, определяет 
научную значимость представленной работы, в 
которой сведены прежние результаты и новые их 
трактовки. Отметим, что для аморфных прово-
дов, полученных по другим технологиям (см., 
например, [14]), необходимы другие теоретиче-
ские модели динамики ДС. 
 

Автор благодарен А. Елону (A. Yelon), Д. Менарду 
(D. Menard), Г.В. Ломаеву и  А.И. Дикусару за обсуж-
дение работы и ценные замечания. 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

 

Приведем формулы для остаточных напряже-
ний в ЛАМНСО (основанные на простой модели 
остывания цилиндра и цилиндрической поверх-
ности с разными коэффициентами термического 
расширения). Данная модель (ее можно называть 
моделью Порицкого, Хэлла и Бергера [15]) ши-
роко используется для расчетов напряжений, ко-
торые возникают в макроскопических спаях 
стекла с металлом. 

Для радиальной (σr(0)), тангенциальной (σφ(0)) 
и осевой (σz(0)) компонент напряжений  ранее бы-
ли получены (см., например, [5]) следующие 
формулы:  
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          (15)    

где m = E1,  = (1 – 2)(T
* – T)  510-3, αi – ко-

эффициенты термического расширения (КТР) 
металла (i = 1) и стекла (i = 2); T* – температура 
застывания композита в области контакта метал-
ла и стекла (T* ~ 103 K); T – температура, при ко-
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торой проводится эксперимент; Rm – радиус ме-
таллической жилы микропровода; Rс – внешний 
радиус стеклянной оболочки микропровода;  
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0, 4 0,5,
E

k
E

   

 

где Ei – модули Юнга (металла (i = 1) и стекла          
(i = 2)).        

Наибольшим напряжением является продоль-
ное напряжение, что подтверждает продольную 
магнитную структуру, то есть:   
 

σz(0) ≈ (2–3)P, σz(0) > σr,φ(0), 
 

а максимум величины P определится как 
 

P → 0,5σm ≈ 109 Пa. 
 

Так как рассмотренная модель предполагает 
одновременное застывание металлического 
стержня и стеклянной оболочки, то для следую-
щего шага правомерно использовать (естествен-
но учитывая все погрешности такого подхода) 
формулы (15) в качестве начального приближе-
ния. Будем считать, что напряжения, рассчитан-
ные в (15), действуют на поверхности металли-
ческой жилы ЛАМНСО (по крайней мере, по по-
рядку величин). 

Более сложная, но соответственно адекватная 
модель расчета остаточных напряжений на по-
верхности металлической жилы рассмотрена в 
[16]. Учтено влияние оксидного слоя, возникаю-
щего между внутренней поверхностью силикат-
ного стекла и внешней поверхностью металличе-
ской жилы (см. штрихпунктирную линию на  
рис. 7). В общем виде решение данной задачи 
возможно только численно. Но поправки в оцен-
ках остаточных напряжений (см. подробнее [16]) 
не меняют основные качественные результаты, 
следующие из  (15). 

Отметим, что для расчета доменной структу-
ры ЛАМНСО нельзя не учитывать процессов 
релаксации в жиле микропровода, которые при-
водят к зависимостям в σr  и σφ  от r – координаты 
цилиндра. Вначале рассмотрим  простой вариант 
такой теории расчета напряжений с применением 
теории упругости без учета области пластиче-
ской релаксации, а далее – и с учетом пластиче-
ских релаксаций [5]. Для бесконечно длинного 
цилиндра достаточно ввести радиальную дефор-
мацию  u, которая удовлетворяет уравнению (за-
дача Ламе, см. [5, 17–19]):  
 

2

1 1
0.u u u

r r
                          (16) 

                                                                          

Уравнение (16) позволяет решить задачу о де-
формации бесконечной цилиндрической фигуры 
с внутренним радиусом 1r


 и внешним радиусом 

2r


. Пусть на цилиндрические поверхности дан-

ной фигуры действуют давления Р1 и Р2. Реше-
ние этой задачи для остаточных напряжений в 
каждой оболочке можно представить в виде             
[5, 17–19]: 

1
1 2

1
1 2

,

,

r

c
P

r
c

P
r

  

  
                            (17)                     

где величины 1P  и c1 определяются из гранич-

ных условий для напряжений. Для нашего слу-
чая: 
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Предполагается, что напряжения (то есть прило-
женные к цилиндрической поверхности давле-
ния) являются (в случае ЛАМНСО) растягиваю-
щими, что важно для выбора знака. В (17) и (18) 
представленные величины  будут положительны, 
если  

P2  P1.                                                                                                      

Именно такая ситуация возникает в ЛАМНСО. 
Отсюда следует важное соотношение: 
 

r  .                              (19) 
 

Если представить жилу микропровода в виде со-
осных цилиндрических поверхностей, то, задавая 
внешние граничные условия, можно построить 
регурентные соотношения, которые позволяют 
численно рассчитать остаточные напряжения. 
Граничными условиями считаем условия макси-
мальных напряжений на поверхности жилы, ко-
торые можно оценить из (15). Из численных рас-
четов следует, что остаточные напряжения для 
ЛАМНСО в следующих слоях убывают (по аб-
солютной величине), оставаясь растягивающими. 
Для расчета ширины ДС важны аналитические 
зависимости остаточных напряжений от коорди-
наты радиуса цилиндра, которые представим (со-
гласно [17–19]) в виде 
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                   (20) 

 

где b – минимальное предельное значение радиу-
са 1r

внутри металлической жилы, когда можно 

пренебрегать  пластической релаксацией. Пара-
метр b является феноменологическим парамет-
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ром, который необходимо оценивать из экспери-
ментальных данных. В отличие от (15) остаточ-
ные напряжения (17) и (20) учитывают, что в 
центре микропровода идут релаксационные про-
цессы. Если считать, что область с границами от 

1r b


до внешнего радиуса 2 mr R

является об-

ластью упругих напряжений, то из (17)–(20) не-
сложно получить уравнение равновесия [17–19]: 
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                        (21) 

 

Кроме того, выполняется и соотношение, следу-
ющее из закона Гука, что сумма радиальных и 
тангенциальных напряжений при заданном ради-
усе цилиндрической поверхности постоянна:  
 

φσ σ 2 .r P                                 (22) 

Оценим осевое напряжение σz(1)  из известных 
компонент σr,φ (1):   
 

 1σ 2 .z P                                  (23) 
                              

Для нулевой задачи (случай формулы (15)) вы-
полнялось: 
 

   0 φ 0σ σ .r P                           (24)  
                 

Чтобы точнее привязать решение к (15), можно 
добавить к общему решению постоянные напря-

жения  
0

,φ, 1σr z .  

Тогда (17) и (20) можно переписать в виде:  
 

   

   

        

      

2
0

1 12

2
0

φ 1 φ 12

0
1 1 φ 1 1

0 0 0
1 φ 1 1

σ 1 σ ,

σ 1 σ ,

σ σ σ σ ,

σ σ 0,5 σ ,

r r

z r z

r z

b
P

r

b
P

r



 
   

 
 

   
 

  

 

         (25) 

 

если  ν → 0,5  (и b ≤ Rm/2).   
Отметим, что аналитическая экстраполяция 

численных расчетов имеет вид 
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                (26) 

где - 1 < n < 2 . 
Учет пластических релаксаций в зоне r b


 

можно осуществлять, используя функцию                
Эйри – Ф(r) (подробнее см., например,                     
[5, 17–19]), которая позволяет в нашем случае 
рассчитать остаточные напряжения с учетом 
пластической релаксации. Сразу ограничимся 
центрально-симметричным случаем, когда функ-
ция Эйри зависит только от радиальной коорди-

наты. В этом случае формулы связи Ф(r) с оста-
точными напряжениями существенно упроща-
ются [5, 17–19]:  
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Для удобства интегрирования делается стан-
дартное преобразование перехода к переменной   
t (см. [5, 17–19]) по формуле:  
 

t = ln{r},                                   (28) 
 

и после преобразования уравнение для функции 
Ф(t) имеет простой вид [5]:  
 

4 4 0,t t t                             (29) 
 

где штрихами обозначено дифференцирование,   
произведенное по переменной t. Тогда общие 
решения для всех остаточных напряжений  мож-
но представить в виде [5, 17–19]: 
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r
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P k r
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             (30)  

где 
1,P  c1,  k – параметры, завязанные на гранич-

ные условия и материальные константы. Первые 
два члена приведенного здесь общего решения 
соответствуют функциям, которые были исполь-
зованы ранее в (25). Они описывают только ме-
ханизм упругих напряжений в простейшем при-
ближении. Напряжения, которые возникают в 
области, когда r < b, будем считать «пластиче-
скими», так как при быстрой закалке аморфных 
материалов возможно возникновение пластиче-
ской релаксации.  

Формулы (30) полностью описывают постав-
ленную задачу вплоть до радиуса b во всей упру-
гой области [18, с. 112–113]. Таким же образом в 
рамках теории пластических напряжений об-
ласть решений можно продлить от радиуса b до 
размеров, где нарушаются критерии применимо-
сти континуальной модели (см. заштрихованную 
область вблизи нуля на рис. 7). 

Проанализируем добавки к напряжениям в 
«пластической» области (для r < b) в виде, со-
гласующемся с результатами более подробной 
теории [19] (при этом коэффициент Пуассона ν 
здесь равен ½  согласно [17–19]). Аналитическая 
форма решения (30), достаточная для расчета 
магнитной структуры, известна в теории пласти-
ческой релаксации как решение с учетом усло-
вий текучести в форме условий Треска (об усло-
вии Треска см. подробнее [18, 19]). Представим 
данные функции в виде 
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и отметим, что к формулам (30) и (31) могут 
быть также добавлены еще и слабо зависящие 
функции от переменной радиуса (см. подробнее 
[19]), которые для наших целей расчета домен-
ной структуры не внесут существенный вклад. 
Оценки K и b на основании эксперимента и фи-
зических соображений (см. [5]) следующие: 
верхняя граница b ≤ Rm/2, а нижняя граница           
K ~ 0,1P.  

Предлагается модель, в которой остаточные 
напряжения σr  и σz (для краткости будем обозна-
чать σr,z) в жиле ЛАМСО монотонно убывают к 
центру жилы (см. рис. 7). Эта модель отличается, 
например, от моделей [20, 21] граничными усло-
виями, что приводит к качественно разным ре-
зультатам поведения остаточных напряжений 
(рис. 7, кривая ). В [20, 21] остаточные напря-
жения σr,z монотонно убывают к границе жила – 
стекло, что физически не обосновано. 

В случае нашей модели причиной убывания 
σr,z к центру жилы является релаксация напряже-
ний в центре ЛАМНСО. Эти пластические  ре-
лаксации упругих напряжений можно обосно-
вать тем, что при остывании жилы перепад тем-
пературы между ее центром и периферией со-
ставляет сотни градусов. Поверхность микро-
провода сцепляется со стеклом химической энер-
гией связи, которая с начала получения ЛАМ-
НСО превалирует над энергией остаточных 
напряжений. До внутреннего радиуса b происхо-
дит в основном лишь упругая релаксация напря-
жений. Напряжения, которые имеют место в об-
ласти участка микропровода, близкого к центру 
жилы (r < b), считаем «пластическими», так как 
при быстрой закалке аморфных материалов воз-
можно возникновение пластической релаксации. 
Для наглядности представлены схемы напряже-
ний в аморфной жиле и силикатном стекле            
(рис. 7). Для рассматриваемой доменной модели 
представляют интерес радиальные остаточные 
напряжения. Все остаточные напряжения в жиле 
микропровода – растягивающие  (положитель-
ные). Отрицательная добавка σr(2), связанная с 
релаксацией (формулы (31)), меньше, чем поло-
жительное (растягивающее) напряжение, уже 
существующее в металлической жиле (за счет 
формул (15) и (20)). Для тех r << b, где эта до-
бавка станет больше уже существующих там 
остаточных напряжений, вероятнее всего, нару-

шается область применимости нашей модели. И 
мы эту область «вырезаем» из рассмотрения (за-
штрихованная область вокруг нуля на рис. 7). В 
стеклянной оболочке остаточные  напряжения – 
сжимающие (рис. 7). Исходя из условия равнове-
сия на поверхности жила–стекло, если жила рас-
тягивается, то стекло сжимается. Предполагаем 
также, что после снятия (либо повреждения 
сцепления) стеклянной оболочки радиальные 
напряжения внутри жилы могут стать сжимаю-
щими (например, во внутренней области жилы, 
что отмечено на рис. 7 штриховой линией β). Это 
позволяет более корректно определять физиче-
ский смысл параметра b.   
 

 
 

Рис. 7. Качественная диаграмма изменения остаточных 
напряжений r,z вдоль радиуса микропровода. Кривая α 
представляет исходное состояние данных напряжений  в 
металлической жиле и стекле (в стекле выделено черным 
цветом и штриховой линией). В металлической жиле эти 
напряжения всегда растягивающие, то есть положительные.  
Остаточные напряжения в силикатном стекле всегда сжи-
мают стеклянную оболочку (то есть они отрицательные). 
Внутри области пластической релаксации выделен фраг-
мент (вблизи центра жилы), где нарушается применимость 
континуальной модели. Кривая  – гипотетический вид 
остаточных напряжений в металлической жиле после страв-
ливания стеклянной оболочки либо нарушения ее сцепления 
с металлической жилой. Для примера приведены качествен-
ные результаты вариантов расчета остаточных напряжений 
согласно [20, 21] (кривая ), которые отличаются от наших 
результатов. 
 

В заключение отметим, что использованная 
здесь в качестве граничного условия модель По-
рицкого, Хэлла и Бергера [15] для расчета оста-
точных напряжений в ЛАМНСО является не 
единственной. В [22], например, предложена 
другая схема расчета. Полученный  там резуль-
тат отличается от формул (15). Однако формулы 
(15) хорошо объясняют эксперименты по ФМР и 
ЕФМР (см., например, [23, 24]), что не соответ-
ствует результатам [22]. 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
 

При расчете размеров ДС используется член 
обменной энергии в виде формулы (3). Эта  же 
формула применяется, например, в работах          
[9, 25, 26], где обсуждается и способ ее получе-
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ния. Ввиду важности данной формулы приведем 
ее вывод более подробно. 

Два ближайших спина в ферромагнетике, по-
вернутых относительно друг друга на небольшой 
угол, увеличивают энергию обменного взаимо-
действия на 

 2cosφ 1 φ / 2 .AW                  (32) 

Для упрощения опустим константу взаимо-
действия, пропорциональную величине A, так 
как нас интересует только функциональная зави-
симость данной энергии от размера ДС, то есть 
от δ. В дальнейшем примем во внимание только 
приращение к энергии, которое вносит вклад при 
вариации энергии для нахождения δ. Поэтому 
константы в (32) будем отбрасывать.  

Угол между векторами пропорционален рас-
стоянию между спинами a и градиенту измене-
ния угла. Средний градиент изменения угла про-
порционален величине поворота угла, который 
необходимо еще разделить на размер ДС – δ.  

Таким образом, получается следующая про-
межуточная величина, пропорциональная вели-
чине (a2/2δ2).  

Для вычисления окончательного результата 
необходимо искомую величину ~ (a2/2δ2) умно-
жить на число слоев поворота в промежутке, 
равном толщине доменной стенки, то есть на ве-
личину, равную π(δ/a). 

В заключение получается формула (3), в ко-
торой опущен множитель π/2, как превышающий 
точность расчетов.  

Приведенные рассуждения правомерны, если 
размеры доменной стенки много больше величи-
ны a. В этом случае мы переходим к контину-
альному приближению, в котором быстрый по-
ворот двух ближайших спинов на угол ~ π заме-
няется медленным разворотом спиновой систе-
мы, который происходит на длине размера               
ДС– δ.  
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Summary 
 

A mathematical model that describes the process of 
remagnetization of an amorphous microwire with a large 
Barkhausen jump is offered. The estimations of the model 
so as to optimize the signal/noise ratio are performed. 

 

Keywords: domain wall, spline-function, stochastic 
resonance, residual stresses. 
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